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complémentaires lorsque 1’évaluation du simulateur est trop coliteuse.
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1. Introduction

Au fil des avancées scientifiques, la connaissance des phénomenes physiques n’a cessé de croitre
et d’enrichir des théories sans cesse plus pertinentes. Ainsi, les méthodes numériques de résolution
des systemes d’équations correspondants permettent régulierement d’améliorer la représentation
de la réalité ; c’est le cadre de I’expérimentation numérique (computer experiments). Néanmoins,
les cofits de calcul 1liés a ces approches sont élevés, ces dernieres reposant sur des modeles
physico-numériques toujours plus complexes, des grilles de maillage toujours plus fines et des
pas de temps toujours plus faibles. Conséquemment, les simulateurs numériques décrivant un
phénomene physique en rendent de mieux en mieux compte tout en étant de plus en plus difficiles
a manipuler. En particulier, leur utilisation devient inconcevable en optimisation (Bonnans et al.,
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2006), propagation d’incertitudes, analyse de sensibilité (Faivre et al., 2013) ou encore pour des
problémes inverses (Tarantola, 2004), ces applications requérant un trop grand nombre d’appels
a ces simulateurs. Des lors, il devient nécessaire de remplacer ces modeles précis mais de cofit
calculatoire élevé par des approximateurs aux évaluations moins onéreuses.

Une premicre approche consiste a utiliser des modeles physiques réduits basés sur une linéa-
risation des équations par exemple ou sur une relaxation de certaines hypotheses. Il est aussi
fréquent de remplacer un modele a sortie tridimensionnelle par un modele bidimensionnel, voire
monodimensionnel. En thermique entre autres, la complexité d’'un modele physique peut étre
réduite en remplacant sa formulation distribuée, i.e. définie en tout point de 1’espace, par une
formulation par bloc (lumped model en anglais), caractérisée par un nombre restreint de points. Un
systeme d’équations différentielles ordinaires est alors associé au modele réduit physique quand
au modele physique initial correspond un systeme d’équations aux dérivées partielles (Lasance,
2008).

En dehors des modeles physiques réduits, un simulateur numérique peut étre remplacé par
un modele approché purement mathématique et rapide en temps d’exécution, appelé modele de
substitution ou métamodele (Forrester et al., 2008). Parmi les plus répandus se trouvent les réseaux
de neurones (Bishop, 1995), les modeles par processus gaussien (Rasmussen and Williams, 2005)
ainsi que les développements par polynomes de chaos (Ghanem and Spanos, 1991). Un métamo-
dele est paramétré par apprentissage statistique (Hastie et al., 2009) d’un ensemble d’évaluations
du simulateur numérique ; en particulier, les méthodes de sélection de modeles et de régularisation
lui assurent une qualité d’approximation optimale sur I’espace d’étude de ses entrées. Cette qualité
de substitution dépend du phénomene physique, de la famille de métamodeles, du rapport entre le
nombre d’évaluations et celui de parametres ainsi que du plan d’expériences (Dean et al., 2015)
associé aux évaluations. En effet, la planification d’expériences ne saurait étre séparée de 1’étape
de modélisation ; ainsi, I’ouvrage de Kleijnen (2015) présente des modeles polynomiaux d’ordre
peu élevé, des modeles a surface de réponse ou encore un modele de krigeage, tout en faisant le
lien avec le choix du plan servant a leurs paramétrisations. Santner et al. (2003) traitent également
de cette sélection en fonction des objectifs de recherche de I’expérimentateur (prédiction, analyse
de sensibilité, ...) tandis que Fang et al. (2006) détaillent I’expérimentation numérique et ses
finalités avant de présenter différents plans d’expériences puis des métamodeles plus ou moins
élaborés. Des revues sur la planification et la métamodélisation des expériences numériques ont
également été proposées par Simpson et al. (2001), Chen et al. (2006) et Forrester and Keane
(2009).

Par ailleurs, lorsque le cofit calculatoire du simulateur numérique contraint trop son nombre
d’évaluations, il peut étre opportun d’utiliser des observations émanant de sources complémen-
taires (multi-sensor data fusion ou sensor fusion) avec des colits moins élevés et des représentations
du phénomene physique différentes. Selon le domaine d’études, on parle de modélisation mul-
tifidélité (multifidelity modeling, Forrester et al., 2007), de modélisation a complexité variable
(variable-complexity modeling), de fusion de données (data fusion, Mitchell, 2007), de fusionne-
ment de données (data merging) ou encore de modélisation hétéroscédastique (heteroscedastic
modeling, Gendre, 2008). Bien que les méthodes et terminologies employées different, 1’objectif
est commun : approcher la quantité physique d’intérét a partir de sources d’information ayant
différentes qualités de représentation de cette quantité.
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Dans ce papier, nous appliquons la modélisation multifidélité au cadre de la substitution de
modele. Dans le cas fréquent ou les sources d’information sont des codes de calcul déterministes,
les écarts de représentation entre les codes de calcul sont expliqués par des différences d’hypo-
theses physiques ou de paramétrisations numériques. Dans le cas ol ces sources sont des codes de
calcul stochastiques ou des séries de mesures, les écarts sont dus a des différences de niveaux de
bruit d’observation. Ces deux considérations ont été étudiées dans la these de De Lozzo (2013)
appliquée a I’ingénierie thermique. Ces travaux traitent notamment des problemes de mélange
de co-krigeages (Kennedy and O’Hagan, 2000) lorsque plusieurs simulateurs numériques de
basse-fidélité completent un simulateur précis, ainsi que de la modélisation hétéroscédastique
pour des études comportant des séries d’observations associées a différents niveaux d’incertitude.

Cet article propose une synthese sur la substitution de modele en expérimentation numérique,
avec une ouverture sur la modélisation multifidélité. Il s’adresse tout particulierement aux in-
génieurs et chercheurs souhaitant se familiariser avec ce domaine. La section 2 présente les
principales familles de modeles de substitution tandis que la section 3 fournit des outils d’appren-
tissage statistique pour construire un métamodele. Par la suite, la section 4 étend ces éléments
au cadre de la modélisation multifidélité. Une conclusion de cette synthése et des perspectives
associées sont proposées dans la section 5.

2. Modéeles de substitution pour les codes de calcul

Cette section introduit la notion de modele de substitution (Forrester et al., 2008) pour les codes
de calcul et présente quelques uns des modeles les plus utilisés : les réseaux de neurones artificiels,
les régressions par machines a vecteurs de support, les développements par polynomes de chaos
et les modeles par processus gaussien.

2.1. Substitution d’un code de calcul

L’essor de la puissance computationnelle a donné naissance aux sciences numériques (compu-
tational sciences ou scientific computing en anglais). Ces dernieres étudient les phénomenes
physiques au moyen de codes de calcul, c’est-a-dire de simulateurs numériques implémentés
sur ordinateur et basés sur des équations de la physique et sur des méthodes de résolution numé-
rique. L’ observation de la sortie d’un code de calcul associée a une certaine configuration de ce
modele physico-numérique est appelée expérience simulée, expérience numérique ou computer
experiment :

« Suppose that a mathematical theory exists, e.g, a set of differential equations, that relates
the output of a complex physical process to a set of input variables. Suppose also that a
numerical method exists for accurately solving the mathematical system. The presence of these
two elements with appropriate computer hardware and software to implement the numerical
methods allows one to conduct a computer experiment |[...] », Santner et al. (2003).

Pour des soucis de clarté, ce papier se limite aux situations ou la variable d’intérét y et les
variables physico-numériques x, .. .,x; dont elle dépend sont des scalaires réels. Sauf mention
contraire, le code de calcul associé est considéré comme déterministe ; ceci écarte la spécificité
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de modélisation des codes de calcul stochastiques pour lesquels deux évaluations associées
a un méme jeu xi,...,xy; donnent deux résultats différents. Ce code de calcul déterministe
est décrit mathématiquement par la fonction f associant au vecteur de parametres d’entrée
X = (x1,..,04)7 € 2 CRYlasortieréelley c # CR:

f:2cR! 5 #CR
X — y:=f(x).

D’un c6té, la fonction f est considérée comme un modele de référence vis-a-vis du probleme
étudié car le code de calcul repose sur des hypotheses physiques et des méthodes mathématiques
éprouvées. D’un autre c6té, la complexité de ces dernieres rend les évaluations du simulateur
numérique onéreuses en temps de calcul, ce qui en limite le nombre. Cette limitation est parti-
culierement contraignante pour des applications d’optimisation, de propagation d’incertitudes,
d’analyse de sensibilité ou de problemes inverses, requérant toutes une grande quantité d’observa-
tions de la fonction f. Il est donc souhaitable de substituer au modele f un modele mathématique

A

fo a temps de réponse rapide, dont la sortie sur 2~ est suffisamment proche de celle de f :

fo: Z xOCRIXRP — & CR
(x;:0) = 9:=fo(x).

Le vecteur 6 de ® C IR” regroupe les paramétres du modele fp ; de leurs valeurs dépend la qualité
d’approximation de f par fg, et donc la faculté de fy  bien représenter le phénomene physique.

Cette fonction fg est appelée modele de substitution (Forrester et al., 2008), modele réduit,
métamodele ou encore surface de réponse (Myers et al., 2009), cette derniere terminologie étant
issue du domaine de la fiabilité des structures. Dans ce papier, les expressions “métamodele” et
“modele de substitution” sont privilégiées, la seconde étant la traduction de surrogate model, terme
prépondérant dans la littérature anglophone.

Afin de rendre la sortie de fy la plus proche possible de celle de f, les parametres 6 sont
optimisés afin de réduire les écarts (|y — 7y (x(7)]),_,., associés a la base d’apprentissage
o = (x(i),y(i))lgign, ouyl) = f (x(i)). Le plan d’expériences correspondant D = (x(l),...,x(”))
est classiquement obtenu par une méthode de space-filling ou par des tirages de Monte-Carlo
(Dean et al., 2015). D’autre part, des techniques complémentaires visent a réduire 1’écart entre f
et fg sur I’ensemble du domaine 2. Les méthodes d’apprentissage statistique permettent ainsi de
construire un métamodele proche du code de calcul ; les principaux éléments sont présentés dans
la section 3.

2.2. Réseaux de neurones artificiels

Les réseaux de neurones artificiels considérés dans ce papier sont des perceptrons multicouches
a une couche cachée et sont présentés dans les ouvrages de Dreyfus et al. (2008) et Bishop
(1995), couvrant un plus large spectre de métamodeles neuronaux. Un perceptron multicouche a
M couches cachées est une fonction mathématique non-linéaire appliquant N; transformations
non-linéaires identiques a N; combinaisons linéaires des entrées, puis de fagon itérative, N;

Journal de la Société Frangaise de Statistique, Vol. 156 No. 3 21-55
http://wuw.sfds.asso.fr/journal
© Société Francaise de Statistique et Société Mathématique de France (2015) ISSN: 2102-6238



Substitution de modele et approche multifidélité en expérimentation numérique 25

transformations non-linéaires identiques a N; combinaisons linéaires des N;_; transformations
de la i — 1°™ couche cachée pour tout i € {2,...,M} ; enfin, la sortie de cette fonction est une
combinaison linéaire des combinaisons de la M®™ couche cachée. Ces réseaux de neurones
sont dits a propagation en avant (feed-forward) car ces neurones ne comportent pas de cycle,
contrairement aux réseaux de neurones récurrents. Les entrées, les transformations des couches
cachées et la sortie sont respectivement appelées neurones d’entrée, cachés et de sortie; les
transformations non-linéaires sont appelées fonctions d’activation. Pour un grand nombre de cas
d’étude, un perceptron multicouche a une couche cachée est suffisant ; c’est celui qui est présenté
ici. Cependant, dans le cas de phénomenes physiques multi-échelles, I’augmentation du nombre
de couches cachées peut considérablement améliorer I’approximation de f ; on parle de réseau de
neurones profond (deep neural network).

Un perceptron multicouche a une couche cachée, appelé abusivement réseau de neurones
artificiel dans la suite de ce papier, s’écrit :

N d
Jo(x) =Y wiht [ Y wijxj+wio | +wo (1
i=1 =

oll wyp est le i®™ biais d’entrée, w;; le poids de la j*™ entrée associée au i*™ neurone de la
couche cachée, w; le poids du ™ neurone de la couche cachée associé a la sortie et wy le
biais de sortie. La fonction d’activation & du i*™ neurone caché applique au potentiel v =
Z?:] w;xj+wjo une transformation non-linéaire. Il est courant de considérer la fonction sigmoide
h(v) =1/(1+4exp(—v)) ou la fonction tangente hyperbolique ~(v) =2/(1 +exp(—2v)) — 1 dont
les dérivées respectives s’obtiennent rapidement au moyen des expressions A’ (v) = h(v)(1 — h(v))
et h'(v) =4h(v)(1 —h(v)).

Réseaux de neurones artificiels a base radiale - Certaines modeles neuronaux utilisent
des potentiels quadratiques plutot que des potentiels linéaires comme dans I’équation (1). Ainsi,

1 2
X (i

le métamodgle s’écrit fo (x) = nyzl w;exp <— 552 ) > 4w dans le cas d’une fonction
i

d’activation Gaussienne. Cette fonction d’activation compare les valeurs prises par les entrées a
une certaine référence avant de renvoyer en sortie une valeur d’autant plus faible que la distance
séparant les entrées de cette référence est grande. Parmi ces réseaux de neurones artificiels a
base radiale, on retrouve également les réseaux d’ondelette (Oussar et al., 1998).

Propriétés

Les perceptrons multicouches comportent des propriétés mathématiques intéressantes. Tout
d’abord, Hornik (1991) a montré que toute fonction continue et bornée de R¢ dans R peut étre
approchée avec une précision donnée par le réseau de neurones défini par I’expression (1) des
lors que la fonction d’activation 4 est continue, non-constante et bornée. Ce résultat avait été
auparavant démontré par Cybenko (1989) pour une fonction d’activation de type sigmoide. fy est
qualifié d’approximateur universel sur le sous-ensemble compact .2" de R“. De plus, si f est non-
linéaire, Barron (1993) a montré qu’un métamodele non-linéaire en les parametres d’entrée est
plus parcimonieux qu’un métamodele linéaire. En d’autres termes, a erreur d’approximation fixée,
le nombre de parametres croit exponentiellement avec le nombre d’entrées pour un métamodele
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linéaire tandis qu’il croit linéairement pour un métamodele non-linéaire. Enfin, la fonction f peut
étre approchée avec une erreur || f — fg | = sup,c 5~ | f(x) — fo(x)| majorée par & (N~(¢+1)/d)
lorsque f € €% (Attali and Pages, 1997). On note ainsi qu’a nombre de neurones cachés donné,
I’erreur d’approximation est d’autant plus faible que le nombre de parameétres d’entrée est faible ou
que la fonction a approcher est réguliere. Ces propriétés justifient le choix courant du perceptron
multicouche a une couche cachée comme réseau de neurones artificiel, avec souvent une fonction
d’activation sigmoide.

Paramétrisation

La paramétrisation d’un perceptron multicouche comporte quelques étapes de pré-traitement. Les
parametres d’entrée sont d’abord ramenés dans un intervalle de faible amplitude (souvent [—1, 1])
grace a une normalisation géométrique ou a une normalisation statistique par centrage-réduction
des entrées. Lors de Iinitialisation de la phase d’optimisation de fy, les parametres initiaux
du réseau de neurones sont souvent considérés comme des réalisations de variables aléatoires
uniformes de faibles amplitudes, avec des biais d’entrée égaux a zéro, de sorte que les sorties
des neurones soient centrées. Néanmoins cette méthode conduit souvent a des minima locaux
tres éloignés du minimum global. On lui préfere alors I’algorithme de Nguyen and Widrow
(1990) qui s’efforce a remplir I’espace des poids et des biais du réseau de neurones de facon plus
parcimonieuse, de sorte qu’a chaque neurone caché soit associé un sous-ensemble de 1’espace de
sortie.

De 1a, diverses méthodes d’optimisation classiques ou dédiées existent selon la dérivabilité ou
non-dérivabilité de ce risque, c’est-a-dire de la fonction d’activation sous-jacente 4. Dans le cas ol
le risque est dérivable, il est courant d’utiliser une descente de gradient en utilisant 1’algorithme
de la rétropropagation du gradient (Rumelhart et al., 1986). La rétropropagation résiliente du
gradient (Riedmiller and Braun, 1993) et son amélioration iRPROP+ (Igel and Hiisken, 2000)
sont des versions de cette technique moins coliteuses en mémoire, basées sur les signes des
dérivées partielles du risque empirique et non pas sur leurs valeurs. Ces méthodes d’optimisation
d’ordre 1 sont rapides et peu gourmandes en mémoire de stockage. Néanmoins le risque empirique
comporte un nombre de minima locaux trop important pour ces approches et sa minimisation
conduit souvent a un métamodele de mauvaise qualité de prédiction. L’ utilisation d’une méthode
d’ordre 1 est alors a déconseiller dés lors que le réseau comporte plusieurs centaines de parametres.
Une premiere alternative consiste a procéder a une optimisation multi-start en répétant plusieurs
fois la descente de gradient a partir de parametres initiaux différents. Cependant la complexité du
probleéme est souvent telle qu’elle requiert I’ utilisation de méthodes d’ordre 2 basées sur la matrice
hessienne. Les plus connues sont les algorithmes BFGS (Broyden, 1970) et Levenberg-Marquardt
(Levenberg, 1944; Marquardt, 1963). Dans le cas ol le risque n’est pas dérivable, il est nécessaire
de considérer des méthodes d’optimisation de type recuit simulé ou algorithmes évolutionnistes
(Simon, 2013). Enfin, ces algorithmes d’optimisation peuvent étre appliqués au risque empirique
associé a la base d’apprentissage ou de facon itérative aux risques empiriques associés a des
sous-ensembles emboitées de cette base (incremental training), les parametres optimaux d’une
étape servant de parametres initiaux a la suivante.
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2.3. Modele par processus gaussien

Plus récemment, des modeles de substitution basés sur des processus gaussiens ont été étudiés en
optimisation, en analyse de sensibilité ou encore en prédiction ; ils comprennent notamment le
krigeage (kriging en anglais). Formalisé mathématiquement par Matheron (1963), ce dernier a été
imaginé par Krige (1951) afin de modéliser la teneur en or du complexe récifal sud-africain de
Witwatersrand par une moyenne basée sur la teneur en quelques sites et pondérées par la distance
2 ces points. Le krigeage est un modele de géostatistique prenant ses entrées dans R? ou R3 et
dont I’estimation des parametres repose sur une analyse variographique. Sacks et al. (1989) ont
introduit ce modele mathématique en expérimentation numérique. L’ouvrage de Rasmussen and
Williams (2005) est une référence pour la métamodélisation au moyen de processus gaussiens
tandis que pour le modele de krigeage plus spécifiquement, on peut se référer a Stein (1999).
Le krigeage étant un cas particulier du modele par processus gaussien et par abus de langage en
sciences numériques, nous confondrons par la suite krigeage et modele par processus gaussien.

Modele d’observation par processus gaussien

La modélisation par processus gaussien suppose que f est la réalisation d’un processus gaussien
Z d’espérance 1 (x) = h(x)” 8 et de structure de covariance 62r(x, %) + A & pour tous les x et &
de 2, avec 6 le symbole de Kronecker.

La tendance p(x) = h(x)” B de Z(x) est une somme pondérée de ng fonctions de régression

T
h(x) = (h] (x), ""h”B (X)) € R". On se limite souvent au cas "h(x) = 1 et B connu" (krigeage
simple) et "h(x) = 1 et B inconnu" (krigeage ordinaire) ; pour les autres situations (krigeage
universel), (x) est souvent un vecteur de mondémes, typiquement (1 x; ... xz).

La structure de covariance 62r(x,X) est le produit d’un niveau de bruit 62 et d’une fonction de
corrélation r(x, %) = Corr (Z(x),Z(%)). La fonction 62r(x,X) est un noyau défini positif décrivant
la structure du processus gaussien Z, ¢’est-a-dire la texture de ses instances ; elle caractérise la régu-
larité de la fonction f a approcher. Pour une facilité d’exploitation, ce noyau est souvent considéré
comme le produit tensorisé ' de d noyaux de corrélation de dimension 1 : r(x,%) = [TL, r;(x;, %).
Dans le cadre stationnaire défini par Vi € RY Corr(Z(x+h),Z(x)) = k(| |h|2), le tableau 1 repré-
sente des exemples de noyaux de dimension 1 et stationnaires. La structure de covariance atteint
son maximum o lorsque x = X.

TABLEAU 1. Différents noyaux de corrélation fonction de la distance h = |x — X| et d’un parametre de portée C.

Gaussien ‘ exponentiel ‘ Matérn 3/2 ‘ Matérn 5/2

o (1)) [ ew (6] | (evatyon(-t) | (13t 3 (1)) e (-v32)

Sous I’hypotheése d’isotropie, I’échelle des fluctuations de f est identique dans toutes les
directions. Pour tout i € {1,...,d}, le noyau élémentaire r; est alors fonction d’un méme hyperpa-

' Le noyau tensorisé est appelé noyau factorisé en géostatistique.
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rametre §; := § > 0, appelé portée ou longueur de corrélation. Cette portée { est homogene a la
distance au-dela de laquelle deux réels x et X cessent d’avoir une influence mutuelle. Une faible
valeur de {, est associée a de fortes variations de f selon I’entrée x, et inversement, une grande
valeur de {, est associée a de faibles variations de f selon x,.

Sous I’hypothese d’anisotropie, la régularité dépend des parametres d’entrée ; ceci se traduit
par des hyperparametres (i,...,{, distincts. Dans ce cas, il peut étre pertinent de différen-
cier I’anisotropie géométrique (Stein, 1999) de I’anisotropie zonale (Matheron, 1970). Dans
le cas stationnaire, on considére pour cela le variogramme de Z défini pour tout h € R? par
y(h) = 6%(1 — k(||h||2)). Le terme 62 est alors nommé palier ; il représente la valeur limite
du variogramme lorsque |/h||; tend vers ’infini. L’ anisotropie géométrique revient a considérer
une transformation linéaire du vecteur d’entrée x. Dans ce cas, le variogramme 7y n’est plus
fonction de ||h||; mais de ||Mh||,, ol M est une matrice définissant la transformation linéaire.
Ainsi, le processus est anisotrope dans 1’espace des parametres d’entrée et isotrope dans une
transformation linéaire de cet espace ; ceci se traduit par une rotation ou par un étirement des
parametres d’entrée. Dans le cas de I’anisotropie zonale, le variogramme comporte plusieurs
paliers pour mieux caractériser des phénomenes locaux ; il se décompose alors en la somme de
variogrammes sous-jacents représentant des anisotropies de support.

Modele de prédiction par processus gaussien

Le modele de substitution f associé au processus gaussien Z s’ obtient en conditionnant ce dernier
par la base d’apprentissage .o/ et les paramétres 6 = (ﬁ ,62,A,¢ ) Ce métamodele interpole les
observations de la base d’apprentissage lorsque A = 0. Précisément, [Y|.<7, 0] est un processus
gaussien défini pour tout x et tout X de 2~ par son espérance :

A

7o) = h(x)" B+r(x.D)(R+ L)~ (v —H"B) = h(x) B+ ). osr (xx),
i=1

avec a = (R+A1,) "' (y" —H” B), et par sa structure de covariance :
52(x,%) = 62 (r(x,i) —r(x,D) (R+AL,) " r(D,i))

ouy" = (y(l),...,y("))T,D: (X(l),...,X(n)), r(x,D)= (r (x,x(i)) ,...,r(x,x(”))) :r(D,X)T, R=
r ' H= (h(xV),... h(x")) € A, ,(R) et T, = (8i1) 1<t j<n

Les paramétres 3, 62 et { sont en pratique remplacés par leurs estimateurs du maximum de
vraisemblance (EMV) associés 2 .27. Ceux de 3 et 6> comportent des expressions analytiques
tandis que celui de § requiert une méthode numérique d’optimisation non linéaire. I est par
exemple possible de coupler un algorithme évolutionnaire a la méthode BFGS (Le Gratiet, 291\ 3)

afin de minimiser 1’opposé de la log-vraisemblance concentrée log(| det(R)|) 4 (n —ng)log(c?).

En considérant ’EMV de B et en fixant £, fo est le meilleur prédicteur linéaire sans biais de f
lorsque A = 0; on parle d’estimateur BLUE (Best Linear Unbiased Estimator).
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Effet de pépite et régression

Le processus gaussien Z permet d’intégrer un bruit de mesure gaussien, centré et de variance A 1ié
aux observations de la base d’apprentissage 7. Or la plupart des modeles a approcher ne sont pas
stochastiques mais déterministes. Des lors, ce bruit de mesure n’a pas lieu d’étre et le parametre
A est fixé 2 0, faisant de fg un modele de substitution interpolant.

Cependant lorsque le nombre d’évaluations n est faible, le choix d’un modele régressant via une
valeur non-nulle de A peut étre opportun en matiére de régularité et de capacité de généralisation
de fg. Ce choix, appelé “effet de pépite", peut étre vu comme une pénalité £, dont I’ objectif est
de régulariser la sortie de fp, sur le méme principe que la régression par splines par exemple. De
plus, en présence de points de <7 relativement proche sur 2, la matrice de covariance R peut
étre mal conditionnée ; I’effet de pépite est une solution pour pallier ce probleme. Enfin, A étant
un parametre du métamodele, sa valeur peut étre choisie via des méthodes classiques de sélection
de modeles : minimisation d’une erreur de test, d’une erreur de validation croisée, ...

Mesure de confiance et planification adaptative

La variance conditionnelle s*(x) = E [(Z (x) — fo (X))2 |, 9} est par définition I’erreur quadra-

tique moyenne de fg (x) et sert souvent de mesure de ’erreur de fo (x). Cette utilisation comme
erreur de prédiction est ’un des principaux intéréts du krigeage. Néanmoins, cette considération
repose sur I’hypothese forte que f est une instance du processus gaussien Z. Par ailleurs, la
variance de krigeage est optimiste car elle ne tient pas compte de I'incertitude associée aux
estimateurs de 6. Pour pallier ceci, des techniques de bootstrap paramétrique ont été proposées
(Den Hertog et al., 2005). L’estimateur de la variance de [Z(x)|.<7] s’écrit alors :

B N 2
Fex) =2 Y (200 -1 ) @
b=1

ot Z(®) représente la b*™ réalisation du processus gaussien [Z(x)|<7]. Le nombre B de réplica-
tions bootstrap tend a réduire le biais de s3p. Le terme féb) (x) quant a lui est I’espérance de

|:Z(X)|J27, @(bq, avec 8 I'estimateur de 6 obtenu 2 partir de .7 () = (xi,Z(b) (x)) L<i<n"
D’autre part, il est courant d’associer a fg (X) un intervalle de niveau de confiance a 1 — a,
a € (0,1). Dans le cas de s> par exemple, cet intervalle s’écrit :

IC1 o (f(x)) = [fo(x) —6]17a/2s(x)7f9(x) +q1—a/25(x)]

avec q|_q» le 1 —a/2 quantile de la loi normale standard.

En planification adaptative, le terme s sert aussi d’indicateur de I’erreur; en pratique, le
métamodele fy est reconstruit via la base d’apprentissage .7 enrichie du point (x*, f (x*)) ol
x* maximise s. Plusieurs itérations de ce procédé sont réalisées selon le budget de calcul et la
précision de fg souhaitée, comme I’illustre la figure 1. D’autres critéres d’enrichissement de la
base d’apprentissage permettent aussi d’améliorer la qualité d’approximation du métamodele.
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Sacks et al. (1989) présentent la minimisation de I'IMSE (Integrated Mean Squared Error), de la
MMSE (Maximum Mean Squared Error) et de I’entropie a posteriori. La MMSE correspond au
maximum sur 2~ de la variance du processus gaussien conditionnée par la base d’apprentissage
et les nouveaux points candidats :

MMSE = max E [(Z(x) — Fox))’ |, 7", e}
xeZ

ou 9 = (x**(l), o ,x*’("*)) est I’ensemble des nouveaux points candidats. L’ IMSE correspond

quand a elle a la moyenne pondérée de cette variance :

IMSE = E [(Z(x) — Fox))’ |, 7", e} W (x)dx
xeZ

ol W(x) est la pondération, dont la dépendance en x est pertinente pour obtenir un métamodele

particulierement précis dans une région cible de I’espace de sortie % (Picheny et al., 2010). Enfin,

I’entropie de Shanon a posteriori (Currin et al., 1988), c’est-a-dire 1’entropie du vecteur aléatoire

(Z (D) |4 ,2*,0], s’écrit quant a elle :

H =0.5In{det[Var(Z(%,) |o/, 2", 0)]} + constante

oll 7, est un ensemble discret d’éléments de 2". Choisir le plan Z* minimisant I’entropie a
posteriori H revient 2 minimiser la quantité d’incertitude du processus gaussien conditionné par
</ et Z* en les points de généralisation Z,.

2.4. Régression par machines a vecteurs de support

La Régression par machines a Vecteurs de Support (SVR) consiste a chercher une fonction
fo comportant une certaine platitude et pour tout i € {1,...,n}, une déviation [y() — f (X(i)) ]
inférieure a un seuil € > 0 (Vapnik et al., 1996; Scholkopf and Smola, 2001). L’erreur quadratique

associée A fp s’écrit :
1 n
)=, LV (00 o (x) )
L(fo: nz

i=1
N 0 si [y —fo (xV)| <e,
N (l) (l) =
ouV(y ,Jo (X )’g) { (‘yi _f ( (i))’_g)z sinon.

Ainsi, une prédiction fg (x ( ) située a une distance de y!¥) inférieure 2 € ne contribue pas a
I’erreur quadratique L, du fait de la marge d’insensibilité €.

Dans le cadre linéaire, ce métamodele s’écrit :

Jo(x) = (W, x)2+b
ol (,-)2 est le produit scalaire sur 2", w € R? sont les coefficients de régression et b € R est le
biais du métamodele. Le probleme d’optimisation associé s’écrit :

argmm*llwllerCZ (&i+&")
wbEE"
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FIGURE 1. Planification d’expériences adaptative pour la construction d’un modele par processus gaussien : le plan
d’expériences est complété a chaque étape par le point maximisant la variance avant de reconstruire le métamodeéle.

sous les contraintes y!) — fy (x(i)) <e+&etfy (X(i)) —y) < e EF avec &,EF > 0, pour tout
i € {1,...,n}. Fixer les variables & et £* a zéro suppose qu’il existe un vecteur w tel que pour
touti € {1,...,n}, 'observation y\) se situe a une distance de fp (x(i)) inférieure a €, ce qui n’est
pas toujours vrai. Ainsi, ces variables sont des variables de relaichement (stack variables) qui
assurent la faisabilité des contraintes. L’hyperparametre C > 0 permet de régler le compromis
entre I’erreur quadratique L et la platitude du métamodele fy.

La version duale de ce probleme d’optimisation facilite la convergence vers le minimum :

(@) = argmax 3 Y (05— ) (o — o)) (xx) —e Y (o) + 1 (@ f) B
o,o* i,j=1 i=1 i=1

sous les contraintes Y7 (o — ;) =0et o, & € [0,C], Vi € {1,...,n}. Le métamodele s’écrit
alors :
n o
fox) = Y (6 — 67 ) (x1V. x)2 +b = (W,x)2 +b
i=1
; )x(i). fo est donc un développement en termes de xW o x0) appelés
vecteurs de support (SVs). Sa complexité a I’avantage d’étre indépendante du nombre d’entrées d

ou W =37 ,(0—0&
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et dépend seulement du nombre de SVs.

Dans le cadre ol la fonction f est fortement non-linéaire, le métamodele fo = (W,-)s +
b peut ne plus étre satisfaisant. Une méthode classique consiste alors a utiliser I’astuce du
noyau, en plongeant ’espace des parametres d’entrée 2~ dans un espace des features de plus
grande dimension 2 = ®(2"), ot ® est une transformation non linéaire. Il vient alors W =
Y2 (6, 65)® (x1) ainsi que fo(x) = X1 (6 — &) (P (x7), @ (x)) + b. Lastuce du noyau
consiste alors a considérer une transformation non-linéaire @ telle que pour tout x,X € 27,
(D (x),P (X)) = k(x,X) ol k est une fonction & noyau. En pratique, la connaissance de & importe

peu, seule celle de k étant nécessaire dans 1’expression du modele de substitution :

Jo(x) = f(a,- — o))k (x(i),x) +b
i=1

1

et dans celle du probleme dual (3) reformulé ot pour tout i € {1,...,n}, k (x,x1/)) remplace
<x(i) ,xU )>. Les exemples classiques de fonctions a noyaux considérées sont celles a noyau linéaire
k (x(i),x(j)) = (x(,x(), a noyau polynomial k (X(i),X(j)) = ((X(i),x(i)> + l)y, ¥ > 0, et 2 noyau
Gaussien k (x(i>,x(j)) =exp (—0.5y|)xD —xW|3), y>o0.

2.5. Métamodeéles par chaos polynomial

On considere a présent une métamodélisation basée sur une décomposition en polyndmes de
chaos. Pour cela, le vecteur des entrées x est considéré comme la réalisation d’une variable
aléatoire X dont les composantes Xj, ..., X, sont indépendantes. On note px(X) = H?ZI ux; (x;)
la fonction de densité de probabilité de X, Px la mesure de probabilité correspondante telle que
Px(dx) = ux(x)dx et Fx la fonction de distribution associée, avec Fy,, ..., Fx, les distributions
marginales. On suppose aussi que la variable aléatoire f(X) est de carré intégrable. Pour tout
i€{l,...,d}, on considere alors une famille de polyndmes univariés orthonormaux {EJ(L), JjEeN}L
On introduit ensuite I’index multidimensionnel a = {ay,...,0,} et on définit la famille de
polyndémes multivariés {yg : x +— [1%, néé) (x;), & € N?}. Lorsque X, ..., X, sont des variables
gaussiennes indépendantes, on obtient le développement en polyndmes de chaos de Wiener-
Hermite :

f(X)= Z YaWa(X)

oeNd

oll les polyndmes univariés sont les polyndmes d’Hermite et ol Vot € R?, y, € R. Des extensions
existent pour d’autres lois de probabilité, en se basant sur le schéma d’ Askey pour les poly-
ndmes orthogonaux (Xiu and Karniadakis, 2002). On parle alors de développement généralisé en
polyndmes de chaos.

En pratique, on considere une version tronquée de la série f(X) =Y. o cne Ya Vo (X) :

fG(X): Z YaWa(X)
oeN?
la|<p
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qui comporte P = ( " ; p ) polyndmes yy, de degré total |ot| = ):le o; inférieur a un entier p a

fixer. Ce nombre P croit rapidement en fonction du nombre d’entrée d et du degré total p. Pour ce
qui est de I’estimation des parameétres 6 = () ;¢ deux types d’approches existent. La premiére
o<

se compose de méthodes intrusives de type ‘G?l‘felikin (Ghanem and Spanos, 1991); elles sont
cependant onéreuses en temps de calcul et nécessitent des modifications du simulateur numérique
(aspect intrusif). La seconde se compose de méthodes non-intrusives requérant uniquement des
évaluations du code de calcul. Ce sont des dernieres que nous présentons ici.

Une premiére méthode non-intrusive est I’approche par projection oul pour tout & € N vérifiant
|| < p, on a yg = E[ya(X)fe(X)] par orthonormalité. En utilisant une approximation de

I’intégrale, y, peut étre estimé au moyen d’un plan d’expériences {x(l), e ,X(d)} ; on obtient
alors :
N . o
Sa=Y WiV (Xo)) f (Xo))
i=1
ol wi, ..., wy sont des poids de quadratures, égaux par exemple 2 N~! dans le plus simple des
cas.

i = (i)
Lorsque 12.1 matrice & = (P, (x )) I <isnl<j<P
version empirique du probléme de minimisation :

est inversible, une autre approche repose sur la

argmin E Z YaWa(X) — f(X)

yeR? aeNd|al<p
dont la solution s’écrit § = (CDTCI)) ! dy”", avec y' = (y(l), ... ,y(”))T.

2.6. Autres exemples de modéles de substitution

Les précédents modeles de substitution font partie des plus répandus et comportent une abondante
littérature théorique, méthodologique et applicative. On peut faire référence a I’article de Simpson
et al. (2001) comparant notamment les réseaux de neurones aux modeles par processus gaussien.
Alors que les premiers permettent d’approcher les modeles hautement non-linéaires ou comportant
un grand nombre d’entrées, les seconds ne peuvent considérer qu’un faible nombre d’entrées et
disposent d’une formulation plus complexe. Simpson et al. (2001) mettent par ailleurs en avant
I’avantage des surfaces de réponses (Kleijnen, 2015) lorsque le code de calcul comporte moins
d’une dizaine de parametres, du fait de la richesse théorique I’accompagnant et de la facilité a
approcher des simulateurs comportant une erreur aléatoire.

Par ailleurs, il existe également les réseaux de neurones a base radiale (RBF pour Radial Basis
Function Network (Broomhead and Lowe, 1988), les moindres carrés mobiles (Levin, 1998) et les
modeles a bases de splines comme MARS (Multivariate Adaptative Regression Splines (Friedman,
1991). Lorsque le comportement du modele a remplacer est trés hétérogéne sur I’espace des
parametres d’entrées, il peut aussi étre opportun de construire un modele de substitution par zone
de comportement homogene et d’agréger ensuite ces différents métamodeles ; on parle alors de
mélanges d’experts (Bettebghor et al., 2011). Enfin, lorsque le code de calcul est trop complexe
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a approcher du fait de phénomenes multiéchelles, des extensions des précédents métamodeles
par apprentissage profond (deep learning) peuvent donner de meilleurs résultats qu’avec leurs
versions classiques ; on parle ainsi de deep gaussian process (Damianou and Lawrence, 2013).

3. Apprentissage statistique pour la construction d’un modéele de substitution

Les méthodes classiques d’apprentissage statistique permettent d’estimer les parameétres d’un
modele de substitution afin qu’il approche au mieux la sortie du simulateur numérique d’intérét.
L’ouvrage de Hastie et al. (2009) présente les principaux éléments mentionnés dans cette section.
Une vue d’ensemble de la théorie de I’apprentissage statistique est également proposée dans
I’article de Vapnik (1999), et de facon plus détaillée dans le livre de Vapnik (1995). Enfin,
I’ouvrage de Dreyfus et al. (2008) aborde 1’ apprentissage statistique sous un angle méthodologique
dans le cadre des réseaux de neurones et des machines a vecteurs de support.

3.1. Approximation sur une base d’apprentissage

Pour un modele de substitution fy donné, les paramétres 6 € © sont choisis afin que fg soit
proche du modele de référence f pour les n valeurs d’un plan d’expériences {xV),...,x("}
représentatif de 2". On consideére pour cela la base d’apprentissage o7 = (X(i), y("))1 <i<n ou
y = f(x0) 4+ €. Le terme £¥) représente I’erreur d’évaluation du modele f en x(7, lorsque f
est une expérience en laboratoire ou un code de calcul stochastique notamment. Dans ces cas, les
réels €1 ..., € sont souvent vus comme des réalisations indépendantes d’une variable aléatoire
gaussienne centrée dont I’écart-type représente le degré d’incertitude liée a I’évaluation de f.

Disposant de la base d’apprentissage o7, on cherche les paramétres 8 € ® minimisant un
critére d’ajustement fonction de .<7. On utilise couramment le risque empirique :

ety 0505

i=1

ol y = fo ( ) et ou la fonction Q est nommée contraste. Dans le cadre de la régression, la

quantité Q (y, 1) est souvent égale a (y — $U )) ; le risque empirique Zemp s’ appelle alors
I’erreur des momdres carrés et Q le contraste des moindres carrés. Les parametres 6 optimaux
selon la base d’apprentissage ./ correspondent a 1’argument minimum du risque empirique
Remp (f 0; ) On parle aussi de minimisation de I’erreur d’apprentissage.

Le métamodele f5 ainsi construit est un estimateur de f dont la précision au point x est d’autant
plus élevée que x est proche d’un élément de {X(l), oxm } L’enjeu est alors de garantir une
faible erreur de prédiction non seulement aux points de cet ensemble mais aussi sur la totalité de
I’espace 2. La minimisation de 1’erreur de généralisation va correspondre a un choix optimal de
la complexité du métamodele, basée sur son architecture et sur I’amplitude de ses parametres.

3.2. Sélection de modéle et régularisation

Pour un modele de substitution fg donné, on appelle complexité la dimension ou le volume de I’es-
pace des entrées ®. En pratique, on recherche dans un premier temps les parametres 01,0,,...,0y
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minimisant I’erreur d’apprentissage sur des sous-domaines restreints ®1,0;,...,0y, C O de di-

mension ou volume croissants. Ainsi pour une sous-famille de métamodeles donnée ( f@) 0.’
m

fe,, minimise I’erreur d’apprentissage sur 7. Dans un second temps, on souhaite retenir le
métamodele fg, minimisant le risque :

(o) = [ Q0o (x)dF(x.5),

F étant la fonction de répartition de (x,y). Cette quantité est appelée fonction de perte ou erreur
de généralisation de fp.

Le choix d’un vecteur 8 de grande taille ou avec des composantes de grandes amplitudes peut
conduire le modele de substitution a devenir un expert de la base .2/ et du voisinage du plan
d’expériences au détriment du reste du domaine 2. C’est ce que 1’on appelle le surajustement,
ou surapprentissage. Schématiquement, la décroissance permanente de I’erreur d’apprentissage
liée a I’augmentation du nombre de parametres entraine tout d’abord une diminution de I’erreur
de généralisation a mesure que I’architecture du métamodele est enrichie, puis cette erreur de
généralisation se met a croitre. La complexité optimale du modele de substitution fg* réalise alors
le minimum de I’erreur de généralisation. Le probléme de surapprentissage ici soulevé peut €tre
relié au compromis biais-variance : a nombre d’observations fixé, I’augmentation de la complexité
d’un modele de substitution implique un accroissement de la variance des estimateurs de ses
parametres et une diminution du biais du modele. Ainsi, le risque quadratique, décomposable en la
somme de la variance du métamodele et du carré de son biais, diminue a mesure que la complexité
croit avant d’augmenter ; son minimum correspond au meilleur compromis biais-variance et le
modele de substitution associé fg* possede une des meilleurs capacités de généralisation possibles
sachant .o7.

La fonction de distribution F étant le plus souvent inconnue, I’impossibilité de calculer le risque
Z ne permet pas d’obtenir le modele de substitution optimal fgm*. En pratique, on cherche alors a
approcher % pour les différentes valeurs de 6. Lorsque (0,,),,,<,, sont des sous-domaines de ©
de dimension croissante, des méthodes de sélection de modeles visent a approcher le métamodéle
fo,,. minimisant une version approchée de %. Lorsque (©,,); -, sont des sous-domaines de ®
de volume croissant, les méthodes de régularisation permettent d’effectuer un unique apprentissage
ou I’erreur d’apprentissage associée est pénalisée par le volume des parametres.

3.2.1. Sélection de modeles
Erreur de test et méthode hold-out

La plus simple des approches consiste & compléter la base d’apprentissage .27 par une base de test
Z de n, évaluations de f pour laquelle on note Zemp ( fo,: 7 ) I’erreur de test du métamodele

fo, . Minimiser I’erreur de généralisation revient alors a chercher la sous-famille ( fg) dont
m 00,

le minimiseur de I’erreur d’apprentissage fp. minimise I’erreur de test. Cette erreur de test est
proche de celle de généralisation lorsque .7 est un échantillon représentatif de 2" x % et que
n; est suffisamment élevé. Cette méthode nécessite donc une base de test ; or dans le contexte
de la substitution de codes de calcul coliteux, un nouveau jeu d’observations .7 ne peut pas
toujours étre généré a partir de nouveaux appels a f. Conséquemment, .7 est souvent construit en
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partitionnant la base d’apprentissage initiale en un groupe de test et un groupe d’apprentissage,
c’est-a-dire (o7, .7 ) := /. On parle alors d’approche hold-out car on écarte des observations de
I’apprentissage pour constituer une base de test. Typiquement le nombre d’observations de test n,
est égal a un tiers ou un cinquieme de celui de départ. Enfin, lorsque le nombre d’observations
d’apprentissage est initialement tres faible, il est déconseillé d’en écarter de la sorte pour constituer
une base de test ; d’autres estimateurs de 1’erreur de généralisation basés sur un rééchantillonnage
de la base d’apprentissage sont alors a privilégier.

Erreur de validation croisée

Plus complexe, la validation croisée K-folds permet d’approcher I’erreur de généralisation d’un
estimateur fg en s’appuyant uniquement sur la base d’apprentissage .7, contrairement 2 1’approche
par erreur de test.

Pour cela, I’ensemble o7 est partitionné — de facon aléatoire ou déterministe — en K échantillons
uniformes &%), k € {1,...,K}, couramment appelés folds. La phase d’apprentissage donne
ensuite lieu a K vecteurs de parameétres G,Sf ), ke {l,...,K}, ot le k¥ minimise sur ®,, I’erreur
d’apprentissage Zemp (f 0, \ o (k)). L’erreur de généralisation est alors approchée par I’erreur
de validation croisée (Kohavi et al., 1995) définie par :

A 1 & A
Hcv (fe,,,;d) = n Z nk%emp (fezc);%(k))
k=1

ou ny = Card (sz% (k)) .Le modele de substitution sélectionné s’écrit fg . ol /i minimise Zcy ( fgm .o)
sur {1,...,M} et ou 6,; minimise %emp(fe;d) sur Oy;.

Cette méthode requiert de choisir le nombre de folds K. Une valeur élevée entraine une forte
variance de I’estimateur Zcv et un colit important associé a son obtention ; cette version est donc
a utiliser lorsque la taille de la base d’apprentissage o7 est faible. Dans le cas particulier oul K = n,
chaque fold se compose d’une seule observation : c’est I’approche leave-one-out. Inversement,
une faible valeur de K implique une variance plus faible. Cette méthode est a utiliser de préférence
lorsque le nombre d’observations n est grand. De facon courante, on utilise la validation croisée
5-folds, 10-folds ou leave-one-out. Enfin, on note que la validation croisée K-folds applique K
fois I’approche hold-out en écartant a tour de role n/K observations de .2/ pour en faire une base
de test.

i

Erreurs bootstrap

Le bootstrap non paramétrique est une autre méthode de rééchantillonnage ; elle permet d’appro-
cher la distribution de I’estimateur fg lorsque la loi de o7 est inconnue (voir les articles de Efron,
1981 et Efron and Tibshirani, 1993).

Cette technique consiste a remplacer la distribution inconnue F de la variable aléatoire (X, y)
par la distribution empirique F, qui donne un poids de 1/n a chaque observation (x,y?)) i
{1,...,n}. Pour cela, n tirages avec remise selon F, sont effectués dans .27 et les issues consti-
tuent un échantillon bootstrap o1 = (x0*1 yD=1), ., \ Répétés B fois, ces tirages donnent

lieu a B bases d’apprentissage bootstrap (sz/ *b ) Par la suite, ces ensembles servent a la

1<b<B’
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construction de la collection de modeles de substitution bootstrap ( Faeb

) ou les parametres
m / 1<b<B

nkb . , , . A
an réalisent le minimum de I’erreur d’apprentissage Zemp(fo; <*) sur ©,,.

Lerreur de généralisation est alors estimée par 1’erreur bootstrap définie par :
A 1&g A
Fvoot(fo,:9) = B Z Hemp (fe,’;f?ﬂ> .
b=1

Le modele de substitution sélectionné s’écrit fp, ot 7z minimise Zooor(fo, ;-2 sur {1,...,M} et
ol 6, minimise Zemp (fo;.47) sur @y, L'estimateur Zyoor posséde un biais qui décroit lorsque B
et n augmentent. Ce biais rend cette erreur optimiste et s’explique par le fait que les observations

apprises par un modele bootstrap fAO*b servent au calcul de son erreur de test Zemp ( fAe*b;JZ{ )

Pour pallier ceci, I’erreur out-of-bag dissocie dans sa formulation les données d’apprentissage de
celles de test, ce qui la rend pessimiste. Afin de trouver un équilibre entre I’exces d’optimisme de
la premiere erreur et ’exces de pessimisme de la seconde, I’erreur e.632+ a été proposée, 0.632
étant le poids associé a I’erreur out-of-bag et 0.368 & I’erreur bootstrap (Efron, 1983).

Les erreurs de test ont le défaut de nécessiter un lot d’observations supplémentaire tandis que
celles de validation croisée et bootstrap sont cofiteuses en temps de calcul, car impliquant la
construction de plusieurs métamodeles pour une complexité ®,, fixée. Par ailleurs, I’obtention
de ces dernieres déstructure la qualité des plans d’expériences issus des rééchantillonnage ; elle
pénalise ainsi les métamodeles construits avec les bases d’observations associées a ces plans et
biaise les erreurs bootstrap et de validation croisée. Les méthodes suivantes ont I’avantage de ne
pas comporter ces limites.

Criteres pénalisés

Sous I’hypothese que la base .7 provient du modele d’observation bruité ¥ = £ (x(0) + &),
i.i.d. . P N o
avec el ... e "y (0,6?), une méthode de sélection de modeles consiste 4 minimiser un
critere pénalisé fonction du risque empirique de I’estimateur, de la dimension ou du volume de
I’espace des parametres d’entrée et du nombre d’observations (Massart, 2008). Ce critere est

défini pour tout m € {1,...,M} par :
f%pen (fe,,,;ﬂf) = %emp (f@mad) +pen(®m7n)

Le terme de pénalité positif pen(®,,,n) croit avec m et décroit avec n. Il permet de corriger I’exces
d’optimisme de la minimisation de la seule erreur d’apprentissage Zemp ( fo,: )

Bien que I’hypotheése d’un modele d’observation bruité n’est pas vérifiée dans le cadre des
simulateurs numériques, 1’utilisation de criteres pénalisés est régulierement considérée en méta-
modélisation et produit souvent des résultats satisfaisants.

Tout d’abord, dans le cadre de la statistique asymptotique, un des premiers criteres utilisés est
le C), de Mallows (Mallows, 1973) ; il mesure la qualité d’ajustement d’un modele de régression
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dont les p,, parametres réalisent le minimum de I’erreur des moindres carrés. Il est défini pour
tout m € {1,...,m} par :

N

Cp (fem’d) = z%emp(fem;ﬂ) + 2p7m62

n

ol 62 est un estimateur du bruit de mesure o2.

Défini pour tout m € {1,...,m} par:
AIC (fo,:) = —210g (L (fo,: 7)) +2Pm

(y(i) _f9m (X(i) ) )2

ou le terme .Z ( fo,, ) = W exp (— - m2> est la vraisemblance associée

a o/, le critere d’information d’ Akaike (Akaike, 1973) est également fréquemment utilisé. Il se
base sur une notion d’entropie, offrant ainsi un estimateur de la perte d’information associée au
modele de substitution fgm pour représenter la fonction f ; son maximiseur est le métamodele le
plus informatif et est noté fgﬁ. Pour un faible nombre d’observations 7, ce critere pénalisé s’écarte
de I’erreur de généralisation. Il est possible de 1I’améliorer en lui ajoutant par exemple un terme
supplémentaire fonction du nombre d’observations n : AICc ( fgm) =AIC (f em) + %.

Un dernier critére asymptotique classiquement utilisé€ est le critere bayésien non informatif
(Schwarz, 1978) défini par :

BIC (fgm;éZ{) = —2log(¥ (fem;JZ{) +log(n)pm

Le critere BIC conduit a des modeles de substitution plus parcimonieux qu’avec le critere AIC
des lors que n > ¢%. L article de Lebarbier and Mary-Huard (2006) présente de facon détaillée les
fondements des indices AIC et BIC et leur interprétation dans le cadre de la sélection de modeles.

Dans le cadre de la statistique non-asymptotique (Massart, 2008), les travaux récents de
sélection de modeles par critere pénalisé visent notamment a chercher des pénalités optimales
de la forme K x peny(0,,,n), produit d’une constante positive et d’une pénalité élémentaire. Ces
derniers étendent au cadre de la théorie non-asymptotique les idées portées par des résultats
asymptotiques couramment utilisés (Massart, 2007). Une pénalité de type k x peny(®,,,n) est
dite optimale si I’estimateur sélectionné fgm au risque empirique pénalisé par k X peny(©®,,,n)
satisfait une inégalité oracle de la forme :

1(f,fon) <Aul (f,fo,.) + M 4)

ou I’exces de risque [ (ou perte relative) est une fonction positive et minimale en f, définie pour
tout 0 € O par / ( 1 fg) ( fg) X (f). L’megahte (4) est qualifiée d’oracle car elle majore
I’exces de risque associé a I’estimateur sélectionné fe par celui associé a I’oracle fe 1, OU MM

est défini par m, € argmin / ( £ fem). Par ailleurs la constante A, tend vers 1 lorsque n tend
me{l,...M}

vers I’infini. D’autre part, le terme de résidu 1, est petit devant la perte relative / ( £, fAeyh) et tend
a disparaitre lorsque n croit. Ainsi pour un nombre suffisamment important d’observations, on
obtient des inégalités fines assurant un choix de modele de substitution dont le risque est proche
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Substitution de modele et approche multifidélité en expérimentation numérique 39

de celui de I’oracle. Néanmoins, lorsque n est petit, ces relations sont toujours vérifiées mais le
majorant peut étre important.

L’inégalité oracle (4) est écrite sous une forme forte lorsqu’elle est valide avec une grande
probabilité ou bien en espérance selon la base d’apprentissage 7. Parfois, de tels résultats
théoriques sont difficiles & obtenir et il est alors d’usage de considérer la forme faible suivante,
implication naturelle de la forme forte :

Eo [1(ffo,)] <An inf B [1(f.fo,)] + M0 5)

Lorsque le nombre d’observations n augmente, le rapport des exces de risque / ( fs fgm) /1 ( fs fgm )
tend vers 1, c’est-a-dire que le modele sélectionné tend a produire un estimateur de risque minimal
au sens de I'oracle. La forme faible (5) énonce la méme conclusion non pas pour le rapport
des risques mais pour le rapport du risque moyen de 1’estimateur sélectionné par rapport au
n-échantillon <7 sur le plus petit des risques moyens associés aux différentes complexités.

Différentes formes de pénalité peny(®,,,n) existent dans la littérature selon la famille de
fonctions considérée ; le plus souvent elles sont proportionnelles au rapport de la dimension de
®,, sur le nombre d’observations n. Un tableau de synthese est présenté par Baudry et al. (2012);
il comporte des formes de pénalité pour des probleémes classiques comme les modeles linéaires
gaussiens, I’estimation de densité par histogramme, les modeles de mélange gaussien ou encore
la régression par splines.

La constante optimale ¥ menant a I’inégalité oracle peut €tre approchée par une méthode de
validation croisée ou bien par des méthodes plus récentes de saut de dimension et d’heuristique
de pente (Arlot and Massart, 2009; Baudry et al., 2012).

Une derniere approche consiste a considérer non pas des pénalités proportionnelles a une forme
prédéfinie comme x x pen(®,,,n) mais a utiliser des pénalités obtenues par rééchantillonnage de
la base d’apprentissage (Arlot, 2010, 2009).

3.2.2. Régularisation

Les précédentes méthodes de sélection de modeles visent a sélectionner un métamodele de com-
plexité optimale au sein d’une collection donnée. Son nombre de parametres ou leurs amplitudes
doivent étre suffisamment élevés afin d’approcher convenablement la fonction de référence f et
suffisamment faibles pour ne pas étre trop dépendant des données d’apprentissage.

Ces contraintes sur la complexité peuvent également étre traitées par 1’ajout d’un terme de
régularisation au risque empirique. Plutdt que d’approcher la complexité optimale une fois
des métamodeles construits a partir de ./ pour différents sous-domaines @y,...,0,, de O, la
régularisation vise a limiter I’amplitude des parametres présents dans le métamodele durant
sa construction. Cette contrainte sur I’amplitude permet notamment d’établir des métamodeles
comportant un nombre de parametres important par rapport a celui d’observations, tout en
garantissant une faible erreur de généralisation.

D’un point de vue terminologique, les méthodes de sélection de modele opérant une fois les
estimateurs de complexités différentes construits sont qualifiées de passives; c’est le cas des
précédents criteres pénalisés. Les approches opérant sur le pouvoir de généralisation du méta-
modele au cours de I’apprentissage de données sont quant a elles dites actives. En substitution
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de modeles, la méthode la plus utilisée est la régression ridge (Hoerl and Kennard, 1970),aussi
appelée régularisation de Tikhonov (Tikhonov and Arsenin, 1977), basée sur une pénalisation
{5, qui contribue a lisser la réponse du métamodele. On retrouve également des pénalisations
£; de type lasso (Tibshirani, 1994) permettant de retirer les parametres non significatifs d’un
métamodele ; les modeles de substitution ainsi obtenus sont qualifiés de creux (sparse). Cette
approche est particulierement utile pour les modeles riches en parametres, comme les réseaux de
neurones artificiels par exemple. Il est par ailleurs possible d’utiliser la pénalité Elastic Net (Zou
and Hastie, 2005) qui combine les propriétés des deux précédentes.

Précisément, les régularisations ridge et lasso consistent a ajouter respectivement une pénalité
4y et ¢ sur les parametres 6 du modele de substitution :

<%emp,fi (fﬂ,%) :%emp (fe’%) + HFOH%a i€ {172}

ou I' est une matrice de pondération, dite de Tikhonov pour la pondération ridge, souvent diagonale
voire égale a la matrice identité. Ainsi on rencontre souvent le critere pénalisé Zemp, v, ( fg e ) =
Remp (fos ) + A 6|7, i € {1,2}, ot A est une constante positive a calibrer, par validation
croisée ou inférence bayésienne par exemple. La minimisation du risque empirique pénalisé se
concentre d’autant plus sur la minimisation de la norme des parametres au détriment de la quantité
Kemp ( fo: o/ ) que cette constante est grande.

La pénalisation ridge correspond au probleme de minimisation du risque empirique sous la
contrainte que I’amplitude des parametres ||0 H% soit inférieure a une certaine valeur ; on parle en
statistique de régression ridge. D’un point de vue bayésien (Goldstein, 2007), la pénalisation ridge
dans un modele linéaire revient a poser un a priori gaussien sur les parametres. Le minimiseur du
risque empirique pénalisé Zemp, ¢, correspond dans ce cas a 1’espérance a posteriori de 6. Pour
la pénalisation lasso, la méme lecture peut étre faite en considérant un a priori laplacien sur les
parametres du modele linéaire.

Les éléments classiques d’apprentissage présentés dans ce chapitre sont utilisés pour la construc-
tion de modeles de substitution et particulierement dans le choix de leur complexité architecturale.
Dans le cas d’un réseau de neurones par exemple, ils permettent de sélectionner le nombre de
neurones, de réguler I’amplitude des parametres ou encore de supprimer ceux de faible significati-
vité afin de garantir au métamodele un bon pouvoir de généralisation. Dans le cas du modele par
processus gaussien d’autre part, ils servent a assurer cette capacité de prédiction sur I’ensemble du
domaine 2~ en sélectionnant les valeurs des différentes longueurs de portée ainsi que, cas échéant,
la valeur de I’effet pépite pour un métamodele régressant. Souvent, les différentes familles de
modeles de substitution présentent des adaptations de ces techniques (voir I’ouvrage de Dreyfus
et al., 2008 pour le cas des réseaux de neurones).

Apres avoir présenté les principaux modeles de substitution et des outils permettant leur
construction par apprentissage statistique, la section suivante étend la notion de métamodele au
cadre de la multifidélité ou 1’objectif est d’approcher un code de calcul a partir d’évaluations de
ce dernier, complétées par des observations de modeles simplifiés.
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Substitution de modele et approche multifidélité en expérimentation numérique 41
4. Modéles de substitution multifidélité

L’ objet des sections précédentes consistait 2 approcher au moyen d’un modele de substitution fg
un simulateur numérique f associant une sortie y € %' C R au vecteur des entrées x € .2 C R,
Les parametres 8 € ® minimisent une erreur d’apprentissage pénalisée par la complexité de © et

associée au n-échantillon .o# = (X(i),y(i)) 1<i<n > y o ,y<") sont des réalisations de :
y® :f<x<i)) ved e {1, ,n} (6)
avec €(1), ..., e des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de moyenne

nulle et de variance inconnue 62. Ce probléme d’identification est dit homoscédastique car le
niveau de bruit 6 est le méme pour toutes les observations.

Du fait du compromis biais-variance, cette approximation est souvent de mauvaise qualité
lorsque f est un code de calcul dont I’évaluation est onéreuse. En effet, ce coit calculatoire limite
trop le nombre d’observations n par rapport au nombre de paramétres de fg nécessaire pour la
bonne prise en compte de la complexité du phénomene physique. Ne pouvant fournir une forte
densité d’observations dans I’espace des parametres d’entrée du modele, le métamodele fp ne
peut assurer une faible erreur de généralisation.

Il devient des lors compliqué de lutter contre le dilemme du biais et de la variance en présence
d’un simulateur numérique f coliteux en temps de calcul. Il peut alors étre utile de compléter le
modele d’observation (6) par d’autres moins gourmands en temps d’exécution, permettant ainsi de
construire des échantillons de tailles plus importantes. En thermique par exemple, un simulateur
numérique peut s’accompagner de modeles réduits physiques ou de mesures expérimentales
(De Lozzo, 2013). D’autre part, le maillage utilisé par le simulateur peut étre dégradé de sorte a
accélérer les évaluations du code de calcul. Un dernier point enfin est I’utilisation des résultats non
convergés du simulateur (Picheny and Ginsbourger, 2013) ; ces derniers s’obtiennent en réduisant
les nombres d’itérations dans les algorithmes de résolution des systémes d’équations.

Cependant, ces modeles d’observation complémentaires sont d’une fidélité moindre, la fidélité
d’un modele d’observation correspondant ici a la confiance qu’on lui accorde pour représenter le
phénomene d’intérét ; ayant différents niveaux de fidélité pour approcher ce phénomene, on parle
de modélisation multifidélité. Les modeles complétant le modele de référence f peuvent étre vus
comme des versions dégradées de f soit parce qu’ils ne représentent pas f mais une fonction
qui s’en approche, soit parce qu’ils observent f mais avec un bruit de mesure plus important
que dans I’expression (6). L’exploration de ces sources de données multifidélité est 1’objet de la
présente section. Nous présentons dans un premier temps deux modeles-hypotheéses permettant
de les prendre en compte avant de présenter un état de I’art de différents outils existants. Nous
concluons la section par un focus sur le modele de co-krigeage basé sur la métamodélisation par
processus gaussiens.

4.1. Modéles-hypotheéses en simulation multifidélité

La prise en compte de différentes sources d’observations ne peut pas se limiter a I’utilisation d’un
seul et unique type de modélisation, la notion de multifidélité variant selon la nature de ces sources.
En présence de versions dégradées du simulateur numérique f ou de modeles physiques simplifiés,
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la fidélité correspond a une différence de comportement de la sortie par rapport au modele de
référence f sur ’ensemble du domaine 2", tandis que pour des séries de mesures expérimentales,
elle correspond 2 une différence de bruit de mesure. A ces deux formes de multifidélité sont
associées des hypotheses de modélisation différentes.

4.1.1. Hypothese d’un bruit d’observation hétéroscédastique

On suppose que les modeles complémentaires représentent exactement le méme phénomene
physique f mais avec une erreur d’observation de niveau différent pour chacun d’eux liée a
une imprécision de mesure dans le cas de mesures expérimentales par exemple ou & un bruit
numérique. Cette approche est un premier pas vers la multifidélité car elle suppose que la
différence de confiance entre les groupes d’observations n’est due qu’a un phénomene aléatoire
additif. Concretement, on dispose de K modeles d’observation avec des bruits différents :

vd = (x") +ed, 1<i<ng

YIQI :f(xg)_1> +81((i)_17 1 <i<ng

= r(x")+e’ 1<i<m

ou pour chaque niveau k € {1,...,K}, les variables aléatoires 8,51)7..., ,Enk) sont indépendan-
tes et identiquement distribuées, d’espérance nulle et de variance sz. La base d’apprentissage
() (@)

associé a I’indice k s’écrit o), = (Xk Vi . Ces modeles sont ordonnés par niveau de

>1§l§n1‘
bruit décroissant, i.e. 61 > ... > Ox_1 > Ok > 0, out le K*™® modele d’observation correspond au

modele le plus fin et le plus coliteux, potentiellement non bruité, et le premier au modele le plus
grossier et le plus économique. Le nombre d’observations pouvant étre obtenues avec chaque
modele satisfait alors en général les relations ng < ng_; < ... <nj. Par identification au modele de

plus haute fidélité (6), on note ok := O, ng := n, @ = o ainsi que Vi € {1,...,ng}, 81((i) =g,

4.1.2. Hypothese de tendances hétérogenes

On suppose a présent que bien que les K modeles cherchent a expliquer la méme relation physique,
ils n’offrent pas une méme formulation de la tendance principale. Concrétement, on dispose de K
modeles d’observation avec des tendances différentes :

vy = fx (xg) +ef, 1<i<ng

Y,E’L = fk-1 X%L) +8,(<i)_17 I <i<ng_

Yl(i) =fi (xgi)) +81(i), 1<i<m

\

ot les variables aléatoires 81(1), s 81('“), s I((l), s ,((nK ) sont indépendantes et identiquement dis-

tribuées, d’espérance nulle et de variance 6. La précision de ces modeles d’observation est
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croissante avec 1’indice de fidélité k € {1,...,K} et donc, le nombre d’observations pouvant étre
obtenues avec chaque modele est en général régi par les relations n; > ... > ng_1 > ng. Par
identification au modele de plus haute fidélité (6), on note fx := f, @k := 7, ng := n ainsi que
vie {1,...,nx}, e,((i) =l

Notons qu’il est aussi envisageable de procéder a une modélisation prenant en compte dif-
férentes tendances et différents niveaux de bruit. Ceci pourrait étre justifié dans le cas ou nous
disposerions par exemple d’un modele numérique fin, d’une version dégradée de ce dernier
ainsi que de plusieurs séries de mesures du phénomene physique d’intérét répondant a un méme
protocole expérimental mais réalisées par différents opérateurs.

Cas particulier a deux niveaux de fidélité

En général dans la littérature, on retrouve ces hypotheses pour K = 2, lorsqu’un modele d’obser-
vation de basse-fidélité (BF) compléte le modele d’observation (6) de haute-fidélité (HF). Elles se
déclinent sous les formes :

Hypothese d’un bruit d’hétéroscédastique
HE: v = £ (x)) 4l 1<i<m<n
BF: v =7 (x") +e’, 1<i<m
avec 01 > 0, > 0ou E [(8,5”)2] = sz, ke {1,2}
et
Hypothese de tendances hétérogenes

HF : YZ(i) =hfH xg)> —i—eéi), 1<i<m<m

BF: v = fi (x\) +el’, 1<i<n

avec fidélité(f>) > fidélité(f).

Les sections suivantes présentent des références bibliographiques répondant a ces deux hypo-
theéses de modélisation de la fonction de référence f.

4.1.3. Processus de correction sur la sortie

Sous I’hypotheése de comportements distincts, il est courant d’approcher dans un premier temps
le modele d’observation de basse fidélité avant d’approcher dans un second temps la relation
entre ce dernier et le modele d’observation haute-fidélité. Autrement dit, on crée un estimateur
f279 de f> sous la forme d’une fonction de lien goyt prenant en entrée le vecteur x et fl’g (x), un
estimateur de f(x) :

f2.0 (x) = gour (x, f1,0 (X))
La fonction de lien gout peut étre vue comme un processus de correction sur la sortie basse-fidélité
(Forrester and Keane, 2009). Typiquement on considere des métamodeles de la forme :

oo (x) = &(x)f1.0 (x) + B(x) ()
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ou les fonctions & et 3 sont paramétrées a partir de la base d’apprentissage de haute-fidélité
@t associée au modele f, tandis que le métamodele fl,e est paramétré a partir de la base
d’apprentissage <7 . Kennedy and O’Hagan (2000) ont proposé cette démarche en expérimentation
numérique afin de prédire la sortie d’un code de calcul complexe lorsqu’un approximateur a
évaluation rapide est disponible ; leur méthode repose sur des métamodeles par processus gaussiens
et est détaillée a la section 4.2.

La réussite de cette approche basée sur un processus de correction repose sur I’hypothese que,
disposant de peu d’observations de haute-fidélité, il est plus facile d’approcher au moyen de ces
dernieres la relation entre le modele d’observation de haute-fidélité f, et le modele d’observation
de basse-fidélité f1, que le modele de haute-fidélité f, directement.

Pour Sun et al. (2011) par exemple, le code grossier f; est remplacé par un modele de régression
linéaire basée sur des prédicteurs pi(X), ..., pn,(X) dont les paramétres ai(X), ..., a,, (X) dépendent
de x. Ils utilisent pour cela une méthode de moindres carrés glissants (MLS pour moving least
squares) qui leur permet d’obtenir I’estimateur f} g (x) = a7 (x)p(x) ou le vecteur & minimise le

e _ 1§ W) (T ((0) (i "))
= S s (0 () ) 1 (1)

Le terme w (X — X(li)) est une fonction de pondération tendant vers O en s’éloignant de X(li) et
p(x) = (p1(X),--Pn, (x))T est le vecteur des n,, régresseurs qui peuvent étre des mondmes dans
le cadre d’une approximation polynomiale.
Par la suite, ils supposent qu’il existe une relation liant le code grossier f; au code fin f; de la
forme multiplicative f>(x) = a(x)f;(x) ou bien de la forme additive f>(x) = f;(x) + B(x).

Les inconnues & et B sont modélisées par des polyndmes & et ﬁ fonction de x et de degrés
inférieurs ou égaux a m tels que :

= gamin . £ (-0 () o (1))

et
12

p=argmin — Y (3~ (fio (") 0 (x)))’
Q€cR,[x] "2 ;=

Ce modele est employé avec réussite dans un cadre d’optimisation d’un processus de formage
de tole. Néanmoins, pour une relation plus complexe entre le modele-basse fidélité et le modele
de haute-fidélité, il est parfois opportun de considérer a la fois le terme multiplicatif o et le terme
additif 3, ce qui correspond a la modélisation (7). Pour un syst¢éme comportant un plus grand
nombre de parametres d’entrée, il peut par ailleurs s’avérer nécessaire de considérer des modeles

de substitution plus complexes que des polyndmes pour approcher @ et 3.

Ainsi, disposant déja d’un estimateur fALg du modele de basse-fidélité fi, la méthode de Li
and Wang (2011) vise a construire la fonction de lien oyt au moyen d’un terme multiplicatif
o(x) et d’un terme additif B(x). Pour cela, les auteurs utilisent un perceptron multicouche a une
couche cachée et deux neurones de sortie : un jouant le role de o(x), I’autre celui de 3(x); la
fonction d’activation des neurones cachés et de sortie est la tangente hyperbolique. Un coefficient
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w compris entre 0 et 1 permet par ailleurs de choisir si I’estimateur f279 du modele de haute-fidélité

est plutdt de la forme ng corrigée par une tendance localisée f(x) ou bien de la forme f1 corrigée
par un facteur d’échelle localisé a(x) ; une fois ces différents termes estimés, il vient :

Fro (X) =wfi g (x)ot(x) + (1—w) (f1,0 (x)+B(x))

ol w € [0, 1]. Ce modele est utilisé avec succes dans un processus d’optimisation globale de la
forme du profil d’une aile d’avion. La combinaison de quelques simulations CFD (Computational
Fluid Dynamics) coliteuses et d’un grand nombre de simulations d’un modele de basse-fidélité
donne ainsi de bons résultats tout en économisant significativement du temps de calcul.

Pour Kim et al. (2007) par ailleurs, la fonction fl,ﬂ est un polyndme d’ordre 2 fonction des
entrées x1, X2, ... et x4 calibré a partir d’'un modele physique simplifié et rapide en temps de calcul,
tandis que la fonction de lien gouyr est :

— soit un polyndme d’ordre 2 fonction de fl,e uniquement : f279 (x) =aop+a; fAl,g (x) +

a> (fie (X))z,

— soit un perceptron multicouche a deux couches cachées ou les entrées de la premiere couche
cachée sont x;...,x4 et ou les entrées de la seconde sont les sorties de la premiere couche
cachée ainsi que la sortie de fl’g. Kim et al. (2007) parlent alors de knowledge-based
artificial neural network (KBNN), car le réseau de neurones s’appuie sur la connaissance
d’un modele physique simplifié. Ce métamodele approchant le modele de haute-fidélité peut
étre vu comme une boite grise (Oussar and Dreyfus, 2001), représentation intermédiaire
entre la boite noire expliquant une sortie par des entrées en faisant une abstraction implicite
de la physique et la boite blanche reposant explicitement sur les équations décrivant cette
derniere.

Sur un exemple industriel de processus de formage a chaud, Kim et al. (2007) montrent que cette
“approche multifidélité hybride” donne de bien meilleurs résultats en prédiction que lorsque 1’on
construit uniquement un estimateur fw du modele d’observation basse-fidélité. Ceci est d’autant
plus vrai lorsque gout peut prendre une forme complexe, comme un perceptron multicouche par
exemple.

Néanmoins, les méthodes développées par Li and Wang (2011) et Kim et al. (2007) présentent
un inconvénient majeur : la relation entre le modele de basse-fidélité et le modele de haute-fidélité
est assurée par un perceptron multicouche a deux couches cachées qui par nature comporte
beaucoup de parametres. Or, ces parametres devant étre fixés a partir des observations du modele
de haute-fidélité qui sont peu nombreuses, on est face a une situation de surparamétrisation.
L’utilisation de réseaux de neurones pour modéliser le passage de la basse-fidélité a la haute-
fidélité peut ainsi présenter des limites dans le cas ou le nombre d’évaluations du modele le plus
fin est tres faible relativement au nombre d’entrées. Il est ainsi fréquent de rencontrer des études
ou le code de calcul précis ne peut fournir que quelques dizaines de simulations, ces dernieres
nécessitant chacune plusieurs heures, voire journées, d’exécution. Pour cela sera abordé en fin de
section le métamodele co-krigeage (Kennedy and O’Hagan, 2000) ; ce modele de substitution
développé et appliqué depuis quelques années est un processus de correction sur la sortie étendant
la notion de métamodeles par processus gaussiens et comportant un faible nombre de parametres.
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4.1.4. Processus de correction sur les entrées

Une autre approche présentée par Forrester and Keane (2009) consiste non pas a appliquer un
processus de correction sur la sortie mais sur le vecteur d’entrée : on parle alors de space mapping
(Bandler et al., 2004). Ainsi, une fois I’estimateur ng du modele d’observation basse-fidélité
obtenu, on cherche a construire une fonction de lien gy a partir des observations haute-fidélité
telle que

Fro(x) = fo (8 (x)).

La philosophie du space mapping consiste donc a déformer légerement I’espace des entrées
du modele d’observation haute-fidélité afin de 1’utiliser comme espace des entrées du modele
d’observation basse-fidélité et de faire coller la sortie de I’estimateur fi ¢ sur celle de I’estimateur

f;g pour les observations (X(zl) ng)) yeens (xgm), y(2n2)>. Lorsque ce raccord n’est pas satisfaisant,
on peut ajouter un processus de correction sur la sortie :

Fr0 (x) = gour (x, fi0 (8 (%)) .

4.1.5. Régression hétéroscédastique

Le cadre classique du probleme de régression consiste a chercher un estimateur de la fonction
de référence f dans un espace de fonctions. La complexité de cet ensemble peut conduire a un
surajustement. Des méthodes de sélection de modeles sont couramment utilisées afin d’éviter
cette situation, en contraignant pour cela la complexité de I’estimateur. De cette manicre, des
sous-ensembles plus parcimonieux sont créés et le but est de trouver le meilleur estimateur
dans le sous-espace optimal. Pour ce faire, une des principales approches est la pénalisation qui
correspond a la minimisation d’un risque empirique complété par un terme additionnel appelé
“pénalité”, augmentant avec la dimension du modele et diminuant avec 1’augmentation du nombre
d’observations (Barron et al., 1999). La plupart du temps, 1’estimateur est une fonction d’observa-
tions indépendantes et identiquement distribuées ; c’est le cas de la régression homoscédastique
ou le niveau du bruit est uniforme sur I’espace des parametres d’entrée. De plus, la pénalité est
souvent proportionnelle a la dimension du modele, notamment pour les critéres bien connus
que sont le C, de Mallows (Mallows, 1973) ou la pénalité¢ AIC (Akaike, 1973). Ce cadre de la
régression homoscédastique est présenté plus en détails dans la section 3.

Lorsque I’hypothese faite sur le type de multifidélité porte sur le bruit d’observation, ces consi-
dérations ne suffisent plus et il est nécessaire de passer a un cadre de régression hétéroscédastique.
Il est pour cela courant de considérer le modele de régression

V0= (x9) 4 6060, =1,

ot les variables x(1), ... x(") appartiennent 4 1’hypercube [0,1]¢ et ot eW ... g™ sont des
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon la loi normale standard.
Chaque observation posséde son propre niveau de bruit caractérisé par 1’écart-type o. L'intérét
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est alors porté sur I’estimation de la fonction inconnue f. Pour cela, ce modele est habituellement
réécrit sous la forme matricielle

Y=f+2Xe

ouY = (Y(l), e ,Y(”))T, f=(f (X(l)) ,...,f(x(”))T ete= (8(1),...,8("))T. Y est une matrice
diagonale, dont ses éléments diagonaux sont égaux a ¢(1), ... .

Partant de cette modélisation, le but recherché est I’estimation du vecteur f. Les performances
d’un estimateur fg de f sont pour cela évaluées au moyen de son risque quadratique E [||f'9 —f)13].
||.]l> étant la norme euclidienne sur R". A une collection d’espaces des paramétres donnée
(®, m € A ) est alors associée une collection d’estimateurs (f'gm,m € /). Le meilleur élément
de cette famille au sens de la métrique euclidienne est 1’oracle fgm* pour un certain m, € A :

fo —f||3= inf |fy —f]3.
e, —fli3 me%ll 0., —fll3

Les travaux existants dans la communauté statistique visent alors a construire un processus de
sélection de modeles permettant de sélectionner dans la collection des estimateurs un élément fy
dont les performances sont les plus proches possibles de celles de I’oracle fy,, .

i

La sélection de modeles dans ce cadre hétéroscédastique a été étudiée par plusieurs auteurs en
procédant a différentes considérations sur la matrice ¥ que certains ne prennent pas forcément
diagonale. Arlot (2010) et Arlot and Massart (2009) ont montré que les pénalités basées sur la
validation croisée et des méthodes de rééchantillonnage construites indépendamment de la forme
de la collection de modeles satisfont des inégalités oracle pour la sélection de régressogrammes. Un
inconvénient de cette procédure est le colit computationnel important qui augmente avec la taille
de I’échantillon. De plus, Arlot (2010) a montré que les pénalités proportionnelles a la dimension
sont sous-optimales lorsque les observations sont entachées d’un bruit hétéroscédastique et que la
collection de modeles est composée de régressogrammes, ¢’est-a-dire que le risque de 1’estimateur
sélectionné est plus large que celui de I’oracle. Lorsque X est une matrice diagonale d’éléments
diagonaux inconnus, quelques résultats ont été proposés dans le cas gaussien ; on peut se référer a
Gendre (2012) et Comte and Rozenholc (2002) par exemple. Par ailleurs, Gendre (2008) traite
du cas ou la matrice ¥ n’est pas supposée inversible mais ou f appartient a I’image de X. 11
obtient dans ce cas qu’en considérant les observations Y = f+X¢ ou f € Im(X) C R”, X une
matrice quelconque de .#,(IR) et € un vecteur gaussien standard et en disposant d’une collection
(Sm,m € ) de sous-espaces vectoriels de Im(X) ol a chaque S, est associé un projecteur
orthogonal associé 7,,, prendre une pénalité pen(m,n) proportionnelle 2 n~ ' Tr(X7 x,,X) conduit
a des inégalités oracles sous réserve que quelques contraintes sur X soient vérifiées. Cette forme
de pénalité correspond a celle bien connue en régression homoscédastique lorsque X est une
matrice diagonale dont les éléments sur la diagonale valent tous o ; dans ce cas, en notant D,, la
dimension de S,,, on obtient pen(m,n) ~ n~'62D,,. Ces résultats de sélection de modeles dans
un contexte hétéroscédastique sont essentiellement théoriques et demandent a étre éprouvés sur
des exemples applicatifs.
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4.2. Modéle de co-krigeage

Parallelement aux méthodes de correction sur la sortie abordée a la sous-section 4.1.3 et couram-
ment utilisées en multifidélité pour des problemes industriels, le co-krigeage (cokriging en anglais)
est apparu il y a une quinzaine d’années et est depuis tres employé. Ceci peut s’expliquer par le fait
que les modeles par processus gaussien sous-jacents au co-krigeage comportent peu de parametres,
fournissent un estimateur de 1’erreur de prédiction et généralisent un certain nombre de modeles
de substitution comme le modele linéaire gaussien ou les réseaux de neurones (Williams, 1998).

Le modele de co-krigeage présenté par Kennedy and O’Hagan (2000) se base sur des processus
gaussiens Z; et Z; dont f, et f; sont des instances respectives. Ces processus aléatoires obéissent

a la relation :
Z)(x) =pZi(x)+06(x), Vxe &

ol Z; et  sont des processus gaussiens indépendants définis par :
Zi(x) ~ 2% (h] (x)B;07r1 (x,%)), Vx,k € 2

et
8(x) ~ 29 (h§(x)Bs: 0375 (x,X)), Vx,X € 2.

Les processus 6 et Z; sont considérés comme indépendants afin de satisfaire la propriété de
Markov cov(Z»(x),Z;(X)|Zi(x)) = 0, Vx # X (Kennedy and O’Hagan, 2000). Cette propriété
signifie que lorsque la valeur du modele de basse-fidélité f| est connue en un point X, la connais-
sance du modele de basse-fidélité en un point X # x n’apporte pas plus d’information pour inférer
la valeur du modele de haute-fidélité f> au point x.

Parfois, le coefficient d’ajustement p s’écrit comme une fonction p(x) du vecteur des para-
metres d’entrée x afin de mieux tenir compte d’un écart variable entre le modele de basse-fidélité
et celui de haute-fidélité. Il joue par ailleurs le role du terme o dans la fonction de lien présentée
dans la sous-section 4.1.3 tandis que le processus gaussien 8 remplace le terme 3. Cette fonction
de lien caractérisée ici par le couple (p,d) comporte moins de parametre que les polyndmes ou
réseaux de neurones utilisés dans la sous-section 4.1.3. Elle est donc particulierement avantageuse
lorsque le nombre d’observations haute-fidélité n, est faible (quelques dizaines).

Par ailleurs, les plans d’expériences sont emboités afin de faciliter les calculs, ¢’est-a-dire
D, C D; avec D; = {xgl),...,xgn")}, i € {1,2}. Concretement, ceci signifie que le code basse

fidélité f; doit étre évalué au minimum aux mémes points que le code haute-fidélité f;.

Partant de cette modélisation et en conditionnant Z, par les bases d’apprentissage <7 et
g, ainsi que par les parametres 6 = (612, Gg, B1,Bs5.¢1.Cs, p), on obtient selon Kennedy and
O’Hagan (2000) :

[Z2(x) |, 54, 0] ~ A (fa0(x),53(x))

ol f> ¢ est le prédicteur de f et s5(x) I’estimateur de son erreur. En notant 8 T = (BlT B g) le

T
vecteur des parametres de prédiction et y = (ygw, ...,yg'”) , ygl), ...,yg"Z)) celui des observations,
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les quantités f> g et s?(x) s’écrivent :

{ Fe(x)=h(x)"B+e(x)"V"! (y—Hp)

s2(x) = 62 +p20l —c(x) V7'e(x)

ou les écritures des termes h, H, V et ¢ détaillées par Kennedy and O’Hagan (2000) généralisent
celles des termes intervenant dans le modele de krigeage. Les paramétres de tendance p, 3, et
B s sont le plus souvent estimés par maximum de vraisemblance et les parameétres Gg et 612 par
maximisation de vraisemblance restreinte.

D’autre part, on peut associer au modele de substitution f; ¢ évalué au point X un intervalle de
confiance de niveau 1 — « :

IC(f2,0(x)) = [f2.0 (X) = q1—a/252 ()5 f2.0 (X) + q1—g /282 (X)]

oug_gpestlel —a /2 quantile de la loi normale standard. La figure 2 illustre ainsi I’estimation
d’un modele de haute-fidélité (HF) a partir d’évaluations de ce modele et d’un modele de haute-
fidélité (HF), en fournissant un intervalle de confiance de niveau 95%.

. —— Modéle haute—fidélité
— 7| —— Modele basse—fidélité
—— Co-—krigeage

—— Krigeage
IC & 95%
o |
—
o
o
n _|
|
o
S
I

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 2. Métamodeéle de co-krigeage avec les fonctions proposées dans (Le Gratiet (2013)) et comparé a un
métamodele de krigeage dépendant des observations de haute-fidélité uniquement.
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Depuis le papier de Kennedy and O’Hagan (2000) établissant le modele de co-krigeage,
différentes contributions sont apparues pour la recherche des parametres 6, 1’application des
méthodes de validation croisée, le développement en optimisation, la planification d’expériences
adaptative, ...

Forrester et al. (2007) appliquent ainsi le co-krigeage a un probleme d’optimisation globale
en complétant le plan d’expériences avec le point x conduisant au maximum d’amélioration en
espérance ; c’est la méthode de I’ expected improvement :

E[I(x)] = ::O max{min(y, — Z»(x),0) }®(Z>(x))dZ,
{ (min{y2 — f2,6(x))® (W (x)) +s2(x)¢ (W(x)) sis>0
0 sinon

ou W(x) = % et o ®(.) et ¢(.) sont respectivement les fonctions de distribution et

de densité de la loi normale standard.

Qian and Wu (2008) modélisent le coefficient d’ajustement p par un processus gaussien
p(x) ~ P9 (up(x),cp(x,X)) et proposent une approche bayésienne afin de tenir compte de
I’incertitude rencontrée dans 1’estimation des différents parametres. Ils s’intéressent ainsi a la loi
de [Z,(x)|</] plutdt qu’a celle de [Z(x)|<7, 0]. Ceci conduit a des variances a posteriori plus
importantes et a des intervalles de confiance plus larges car considérant I’incertitude portée par
les hyper-parametres. Cette révision de la variance a posteriori est d’autant plus pertinente que la
loi a posteriori des hyper-parametres est faiblement concentrée autour de leurs modes. Toutefois,
les lois a posteriori obtenues par Qian and Wu (2008) sont impropres et lors du calcul de fz,g (x),
ceci nécessite une approximation des intégrales par des méthodes de Monte Carlo, ce qui est
coliteux en temps de calcul.

Le Gratiet (2013) propose une modélisation bayésienne alternative a celle de Qian and Wu
(2008) aboutissant a une forme analytique de la moyenne et de la variance a posteriori de Z,(x)
ne nécessitant pas ainsi d’évaluation numérique d’intégrales. Il y introduit par ailleurs une écriture
récursive de la matrice de variance-covariance de I’ensemble des observations des deux niveaux
de fidélité, réduisant le coiit algorithmique de son inversion de & ((m +n2)3) ao (n% —i—n%)
Le Gratiet and Garnier (2014) proposent également une écriture alternative mais équivalente du
modele de Kennedy and O’Hagan (2000). Cette écriture a 1I’avantage de fournir une formulation
récurrente de la moyenne et de la variance a posteriori de Z,(x) ol 1’on voit apparaitre clairement
que le co-krigreage correspond a un enchainement de krigeages indépendants et que le prédicteur
haute-fidélité fAz.’g ne fait pas intervenir les variances 612 et G§ :

Fro(x) =p(x)fi0(x)+h}(x)Bs+7s(x,Ds) (Rs) ™' ()’2 —py1 — HsBa) ,
fl,e étant I’estimateur de f] associé au processus gaussien Z;.

Les principales limites du co-krigeage sont les mémes que celles rencontrées dans le krigeage.
Notamment le nombre d’observations pour chaque niveau de fidélité est limité par la puissance
de calcul a fournir lors de I’inversion de la matrice de variance-covariance de taille n dont le
cofit algorithmique est de 1’ordre de n°. Conséquemment il en est de méme avec la dimension de
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I’espace des parametres d’entrée puisque le nombre d’observations nécessaires pour maintenir
une précision fixée augmente de maniere exponentielle avec cette dimension. Par ailleurs, le choix
des différentes structures de variance-covariance est arbitraire et il peut €tre nécessaire d’essayer
plusieurs combinaisons afin de retenir celle qui généralise le mieux selon un critére a définir.

Néanmoins les méthodes a base de processus gaussiens ont I’avantage de pouvoir interpoler
les observations de la base d’apprentissage, ce qui est particulierement intéressant dans le cadre
des codes de calcul qui sont des générateurs de données la plupart du temps déterministes. Par
ailleurs afin d’accorder un peu plus de souplesse au métamodele, il est possible d’introduire un
effet de pépite dans chaque niveau du co-krigeage, ce qui produit une régression plutdt qu’une
interpolation. De plus, ces méthodes possedent peu de parametres par rapport aux modélisations
multifidélité a base de réseaux de neurones ce qui est un avantage dans notre situation out le nombre
de simulations du code de calcul haute fidélité est faible. Enfin, le co-krigeage est un processus de
correction sur la sortie comme ceux exprimés dans la section 4.1.3, mais a la différence de ces
derniers, la fonction de lien requiert ici un nombre de parametres a estimer moins élevé car elle
repose sur un processus gaussien et non pas sur des polyndmes ou des réseaux de neurones.

5. Conclusion et perspectives

L’ objectif de cet article était de proposer une synthese sur la substitution de modele en expérimen-
tation numérique ainsi qu’une ouverture sur leur déclinaison pour la modélisation multifidélité.

Apres définition des notions d’expérience simulée et de substitution d’un code de calcul, les
principaux modeles de substitution considérés en pratique ont été exposés : réseaux de neurones
artificiels, modeles par processus gaussien, machines a vecteurs de support et développements
en polyndmes de chaos. Des références bibliographiques portant sur la comparaison de leurs
performances ont complété cette présentation. Si les réseaux de neurones sont tres répandus
en ingénierie du fait de leur faculté a approcher des fonctions complexes comportant un grand
nombre d’entrées, 1’utilisation des modeles par processus gaussien est en plein essor depuis
une décennie. En effet dans le cadre d’un nombre d’observations limité, leur construction est
relativement rapide et leur formulation légere en nombre de parametres ; ils s’accompagnent par
ailleurs d’une évaluation locale de I’erreur.

Dans un autre temps, des éléments d’apprentissage statistique ont été exposés afin de choisir,
pour un modele de substitution donné, sa complexité architecturale et les valeurs de ses parameétres.
Pour cela, différents estimateurs de I’erreur de généralisation, comme 1’erreur de validation croisée
ou de bootstrap, ont été abordés afin de sélectionner cette complexité au sein d’une collection de
métamodeles minimisant I’erreur d’apprentissage sur différents sous-domaines des parametres.
D’autre part, des techniques de pénalisation de type AIC, BIC ou Cp de Mallows ont été présentées
pour la sélection de modeles, ainsi que des criteres pénalisés non-asymptotiques dont les travaux
actuels sont essentiellement théoriques. Enfin, des approches de régularisation de type ridge et
lasso ont été décrites, dont 1’idée est de contraindre la dimension des parametres durant la phase
d’apprentissage afin de controler en méme temps 1’erreur de généralisation.

Dans un dernier temps a été abordée la métamodélisation multifidélité. Ce contexte apparait des
lors que le cofit d’évaluation du simulateur numérique est trop élevé pour garantir un nombre suffi-
samment élevé d’observations. Il repose sur I’existence de sources d’information complémentaires
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permettant de fournir de plus grands nombres d’observations mais comportant des niveaux de
représentation de la réalité physique de moindre qualité. Les modeles a bruit hétéroscédastique ont
été distingués des modeles a tendances hétérogénes. Le premier cas correspond plutot a des séries
d’observations du phénomene d’intérét, chacune entachée d’une erreur numérique ou de mesure
dotée d’une variance caractéristique ; des travaux en régression hétéroscédastique s’y rapportant
ont été mentionnés. Le second cas quant a lui se rencontre lorsque les modeles complémentaires
sont des versions dégradées du simulateur numérique de référence ; une distinction a été faite
entre les méthodes utilisant un processus de correction sur la sortie et celles utilisant un processus
de correction sur les entrées, de type space-mapping. Pour les processus de correction sur la sortie,
le modele de basse-fidélité est modélisé par un premier métamodele, puis un second modele de
substitution vient approcher le lien entre les deux modeles. En particulier, un focus a été réalisé
sur le métamodele de co-krigeage couramment employé.

Par la suite, il pourrait &tre intéressant d’étudier les performances de prédiction des différents
métamodeles en fonction des outils de sélection de modeles. D’ autre part, une comparaison de
ces métamodeles pourrait &tre menée selon leur utilisation : prédiction, analyse de sensibilité,
probléme inverse, .... Par ailleurs, plusieurs métamodeles comme les réseaux de neurones ou les
modeles par processus gaussien comportent des méthodes de paramétrisation par inférence bayé-
sienne ; une synthese de ces approches et leur généralisation a d’autres modeles de substitution
seraient une perspective intéressante. En modélisation multifidélité d’ autre part, les méthodes de
régression hétéroscédastique mériteraient d’étre éprouvées sur des données réelles ; des études
sur leur dépendance aux plans d’expériences et I’estimation des variances des différents modeles
d’observation permettraient également d’élargir le champ d’application de la modélisation hété-
roscédastique. Enfin, les simulateurs peuvent en pratique avoir en entrée ou en sortie des entiers,
des variables catégorielles ou encore des variables fonctionnelles discrétisées. Les métamodeles
présentés ne permettent pas dans leur formulation actuelle de les prendre en compte ; aussi, un
état de I’art sur I’extension de ces modeles a ce type de variables serait pertinent.
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