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Nous décrivons dans cet article deux modeles de Markov caché (HMMs) pour processus multiples
que nous mettons au point a des fins d’application a un probleme biomédical d’étude du maintien
postural. Informellement, ces modeles sont des HMMs standard considérant simultanément plusieurs
processus individuels. Ceux-ci partagent les mémes distributions de chaine de Markov cachée et
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74 Deux HMMs pour I’élaboration d’une notion de style postural

1 Introduction

Les modeles de Markov cachés (“Hidden Markov models” en anglais, d’ou 1’abréviation
HMMs) sont un outil tres apprécié pour la modélisation de données longitudinales. Selon ces
modeles, un processus caché (c’est-a-dire non observé) {Z; : ¢t = 1,...,n} coexiste avec le
processus observé {Y; : t = 1,...,n}. Le processus {Z;}, supposé étre une chaine de Markov,
convoie toute I’information relative a la dépendance : conditionnellement a {Z, }, le processus
observé est a coordonnées indépendantes — plus précisément, conditionnellement a Z;, Y; est
indépendante de {Y;, Z, : s # t}. Ainsi, la distribution de {Y;} est caractérisée par la loi
initiale et le noyau de transition de {Z;} d’une part, et par les lois conditionnelles de Y; sachant
Z; d’autre part. Lorsque Z; ne prend qu’un nombre fini de valeurs, la loi marginale de Y; s’écrit
comme un mélange fini. A ce titre, les HMMs offrent un moyen de modéliser la sur-dispersion.
Evidemment, si {Z,} est une suite de variables indépendantes identiquement distribuées (i.i.d),
alors {Y;} est elle-méme une suite de variables i.i.d.

La littérature dédiée a I’étude des HMMs est foisonnante. Nous renvoyons le lecteur a la mo-
nographie [6] pour une présentation mathématique trés complete du theme. Les exemples d’uti-
lisation des HMMs sont nombreux, nous citerons parmi tant d’autres [21] pour une application
a la reconnaissance vocale, [17] pour des applications a 1’étude de données post-génomiques,
[1] pour une application a I’étude du nombre de 1€sions chez un patient atteint de sclérose en
plaques.

En général, un unique processus {Y;} (éventuellement multidimensionnel) est modélisé par
un modele de Markov caché. Il serait pourtant souvent pertinent de modéliser simultanément
plusieurs processus {Y;’},i = 1,..., N, dans I’esprit des modeles de Markov cachés. Partant
de ce constat, Altman [2] a développé une extension des HMMs. Appelée HMMs mixtes, cette
extension repose sur I’introduction de covariables et d’effets aléatoires dans les deux parties
(la cachée et la conditionnelle) du modele de Markov caché standard. Appliquée a 1’étude du
nombre de 1€sions chez plusieurs patients (et non plus un unique) atteints de sclérose en plaques,
I’extension permet de bien mieux comprendre les mécanismes de la maladie et des différents
traitements qui sont en jeu.

Notre travail, motivé par une application biomédicale, repose sur deux modeles de Markov
caché pour plusieurs processus (d’ou I’expression “HMM pour processus multiple”) qui sont
des cas particuliers de HMM standard (caractérisé par une matrice de transition creuse) et de
HMM mixte. L’application biomédicale en question est présentée dans la Section 2. Le premier
modele statistique sur lequel I’étude repose est décrit dans la Section 3 et nous exposons dans la
Section 4 les résultats de son ajustement a nos données. Nous y argumentons I’intérét d’intro-
duire un second modele, présenté dans la Section 5, sa contribution a I’élaboration d’une notion
de style postural étant 1’objet de la Section 6. Une discussion de notre approche numérique et
les démonstrations de I’article sont finalement reportées en Annexe.
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2 Larecherche d’une notion de style postural : un enjeu im-
portant

2.1 Eléments biomédicaux

Le controle postural d’un individu est fondé sur trois types d’informations encodées par
les systemes visuel, vestibulaire (situé dans I’oreille interne) et proprioceptif (composé par les
récepteurs sensoriels situés au voisinage des os, des articulations et des muscles et sensibles
aux stimulations produites par les mouvements du corps). La fagon dont le systeme nerveux
central traite ces informations varie avec 1’expérience sensorimotrice de chaque individu. Elle
est modelée notamment par I’age, les sports et les professions pratiqués, ainsi sans doute que par
des facteurs génétiques. Un des éléments fondamentaux du contrdle postural tient a la capacité
du cerveau central a saisir I’information sensorielle la plus pertinente a un instant donné pour
réagir a une situation donnée.

Dans ce contexte, on peut comprendre que chacun tend, en raison de son expérience senso-
rimotrice, a développer une préférence pour un type d’information sensorielle particulier, qui
se retrouve ainsi sollicité de facon prédominante. La préférence visuelle est sans doute la plus
fréquente, en tout cas la mieux décrite. On peut la relever chez des sujets sains mais elle est
surtout courante chez les personnes agées, chez les personnes souffrant de la maladie de Par-
kinson ou suite a un accident vasculaire cérébral ou a une pathologie vestibulaire. Or si une telle
sélection systématique d’un mode perceptif permet a un individu de se déplacer efficacement
dans son environnement habituel, il est clair qu’elle est peu adaptée pour répondre a des situa-
tions nouvelles ou inattendues, pour ne pas dire qu’elle est dangereuse. Un tel mode de fonction-
nement est potentiellement plus susceptible d’entrainer une chute, chute dont les conséquences
sont souvent dramatiques au-dela de soixante ans puisque les chutes et leurs séquelles entrainent
le déces de pres de dix mille personnes par an. Confronté a ce probleme, le rééducateur tache
d’identifier, sur des bases cliniques et empiriques, une “préférence sensorielle” du patient qui
lui a été adressé pour des troubles du contrdle postural. Il s’efforce ensuite de les corriger en
amenant le sujet a prendre en compte la totalité de ses afférences sensorielles pour réguler sa
posture. La “préférence sensorielle”, un concept encore flou, n’est pas encore validée par des
mesures quantitatives et son éventuelle modification par la rééducation non plus.

Ce travail a pour objet de contribuer a 1’élaboration d’une notion de “style postural”.

2.2 Un apercu de I’état de ’art

L’étude du contrdle postural est I’objet d’un grand nombre de publications. On peut tres
schématiquement les répartir en deux catégories, selon qu’il y est question de la modélisation du
processus d’intégration des informations (voir le récent [ 18] et ses références) ou bien de 1’ana-
lyse statistique des déplacements d’un sujet (voir [26] pour une étude statistique par régression,
pionniere du genre, de la démarche — et non de la posture). Notre approche s’inscrit dans ce
second groupe.

Toujours schématiquement, les données ici analysées statistiquement sont obtenues sous la
forme d’enregistrements des petits déplacements d’un individu se tenant debout campé sur ses
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76 Deux HMMs pour I’élaboration d’une notion de style postural

deux pieds et soumis a diverses perturbations. Chaque type de stimulation vise a explorer un
des trois systemes d’acquisition de 1’information :
— la fermeture des yeux et la stimulation optocinétique permettent de s’intéresser au role du
systeme visuel (voir par exemple [23] et ses références) ;
— les stimulations galvaniques permettent d’étudier le systeéme vestibulaire (voir par exem-
ple [13, 19] et leurs références) ;
— les stimulations vibratoires permettent de se pencher sur le role du systéme proprioceptif
(voir par exemple [13, 15] et ses références).
La quantification du contrdle postural est obtenue via une plateforme de force. Cet appareil,
semblable a un pese-personne, évalue les positions successives du point de pression maximal
exercé par le sujet.

C’est en abordant 1’éventail des techniques statistiques développées pour étudier le controle
postural qu’on peut mettre en exergue en quoi notre projet se démarque de ses prédécesseurs.

L’argumentation statistique d’un grand nombre d’articles est fondée sur des comparaisons
de quantités moyennes ou extrémales (déplacement moyen, vitesse moyenne, étendue min-max
etc.). Ces quantités ont le défaut de ne pas exploiter suffisamment la dynamique temporelle du
phénomene.

Cette dynamique est en revanche centrale dans les articles qui exploitent les modeles clas-
siques de séries temporelles (comme notamment dans [14, 28]). C’est a plus forte raison aussi
le cas des travaux dans lesquels les trajectoires des positions du point maximal de pression sont
modélisées par un mouvement brownien (voir [8] et ses références). Dans leurs prolongements,
des modélisations par mouvement brownien fractionnaire introduites dans [9] ont aussi été ex-
ploitées ; les auteurs de [4, 3] étudient ainsi la fagon dont la dépendance se propage a travers
le temps au sein d’une trajectoire (pour des protocoles sans stimulation). Un autre courant met
enfin en jeu des modélisations par diffusion, typiquement de type Ornstein-Uhlenbeck (voir en
particulier [25, 12]).

Nous accordons aussi une place centrale a la dynamique temporelle du phénomene dans
notre étude.

2.3 Protocoles médicaux d’acquisition de données

Nous n’exploitons dans ce travail qu’une partie des données produites par I’équipe médicale
dont nous sommes partenaires pour cette étude.

Notre choix s’est porté sur ’'un des protocoles qui ont été a ce jour appliqués a tous les par-
ticipants a 1’étude, qu’ils soient des sujets sains ou des patients vestibulaires ou hémiplégiques.
Il entre dans la catégorie des protocoles a stimulations vibratoires.

Les patients se tiennent debout les yeux fermés sur une plateforme de force, appareil dont
nous avons déja écrit qu’il s’apparente a un pese-personne. Cet appareil enregistre a inter-
valles réguliers les positions successives des points ou le pied gauche et le pied droit du patient
exercent séparément une pression maximale. La fréquence d’échantillonnage est de 40Hz (soit
un relevé toute les 6 = 25 millisecondes).

Le protocole se découpe en trois phases expérimentales : lors des 15 premieres secondes,

Journal de la Société Frangaise de Statistique, 150(1), 73-100,
http://smf.emath.fr/Publications/JSFdS/
(© Société Francaise de Statistique et Société Mathématique de France, 2009



Chambaz et al. 77

le maintien n’est pas perturbé artificiellement ; suivent alors 35 secondes durant lesquelles le
maintien est perturbé par stimulation vibratoire des triceps du patient ; pendant les 20 dernieres
secondes, le maintien n’est finalement plus perturbé artificiellement.

2.4 Description succincte des données

Nous observons N9 = 32 patients sains, N(1:9) = 23 patients vestibulaires et N®!) = 16
patients hémiplégiques, soit un total de N = 71 patients.

Les observations brutes pour I'un d’entre eux s’écrivent {UG, UL}, US (respectivement
URE) étant la position ol le pied gauche (respectivement droit) exerce une pression maximale a
I’instant ¢6. Ces positions sont repérées par leurs coordonnées cartésiennes.

Nous procédons a un premier résumé de ces données brutes en ne considérant que la suite
des milieux des segments {U;; = 1 (U5 +U}5)}. Heuristiquement, cette suite décrit la trajectoire
de la projection du centre de gravité du patient sur la plateforme de force.

Pour avoir observé sur plusieurs trajectoires des sursauts en début de protocole (la plupart du
temps lors de la premiere seconde), nous ne prenons pas en compte les deux premieres secondes
d’enregistrement.

Par ailleurs, une étude préliminaire a confirmé la pertinence de résumer ces données en ne
considérant que la suite { X5} des distances séparant Us; d’un point de référence. Possibilité
parmi plusieurs, ce dernier est défini comme la valeur médiane des Uys sur la premiere période
(c’est-a-dire avant les stimulations).

Cette méme étude préliminaire nous a enfin permis de mettre en évidence que la volatilité
de la suite { X5} est particulierement intéressante. Partant de ce constat, nous effectuons une
derniere transformation en introduisant pour tout ¢ la quantité

log { (Xer1ys — Xt6)2} :

Nous reportons en Annexe un argument justifiant la forme de cette transformation.

En dernier lieu nous ne considérons qu’un sous-échantillon des données transformées. For-
mellement, en posant A = 106, pour toutt = 1,...,n = 272,

Y, = log {(X(t+1)A - XtA>2} .

Cette manipulation a pour principal objectif de simplifier la mise en ceuvre de notre étude.
En effet nous argumentons plus bas en faveur d’une méthode d’optimisation de la vraisem-
blance (exacte) de type quasi-Newtonienne plutot que fondée sur I’algorithme Expectation-
Maximization (EM), sa populaire alternative. La méthode quasi-Newtonienne converge beau-
coup plus vite que 1’algorithme EM, et les résultats qu’elle produit sont sans surprise quantita-
tivement meilleurs (par exemple en termes de norme du gradient au terme de 1’optimisation).
Tres aisé a programmer lorsque 1’échantillon est de 1’ordre de quelques centaines, le calcul de la
vraisemblance exacte et de son gradient devient malheureusement tres délicat lorsque celui-ci
est de I’ordre de quelques milliers. Cette étude a pour ambition de poser des jalons ; nous nous
emploierons dans un futur proche a adapter nos programmes pour qu’ils puissent traiter les jeux
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de données originaux. Nous avons toutefois la conviction que la nature des résultats obtenus ne
sera pas bouleversée.

3 Un premier modele de Markov caché pour processus mul-
tiples

Soit Y;" 'observation et Z; I’état caché associés au patient 4, i = 1,..., N, a I'instant ¢,
t = 1,...,n. Nous notons Y’ et Z les vecteurs n-dimensionnels des observations et états
cachés du patient ¢. Les vecteurs n/N-dimensionnels Y et Z contiennent I’ensemble de toutes
les observations et de tous les états cachés. Les versions en lettres minuscules 4!, y*, y et 2, z*, z
correspondent a des réalisations.

3.1 Développement

Pour un nombre de régimes K fixé, les Z* sont des chaines de Markov a valeurs dans
{1,..., K}, de mémes probabilités de transition { Py} et loi initiale {7} }. Nous imposons enfin
a toutes les chaines une initiation dans I’état numéroté 1 : pour tout ¢, z; = 1, ou autrement dit
T = 1.

Soit § € Ok un vecteur générique contenant tous les parametres du modele que nous
décrivons. Sous 6, conditionnellement a Z, les Y;* sont indépendantes, de distribution f(y;|Z; =
k; 6) gaussienne de variance o2, supposée connue, et de moyenne Higes

Wil Zi = k;0) = exp{—(y; — pi,)*/20°}, avec

2o

i T
P = M + X; B,

la covariable x; valant (0,0)” pour un patient sain, (1,0)” pour un patient vestibulaire et (0, 1)
pour un patient hémiplégique. Ainsi, m;, représente la moyenne d’€mission pour un patient sain
dans le régime k, prise comme référence, la premicre et la seconde coordonnées de [3; corres-
pondant aux modulations de cette moyenne pour les patients vestibulaires et hémiplégiques,
respectivement.

Ainsi, chaque Y* est un HMM 2 émission gaussienne. Nous parlons de HMM pour un pro-
cessus multiple car la caractérisation de la loi jointe de Y requiert I’introduction des /N chalnes
de Markov cachées de Z. Le modele est cependant bien un HMM standard caractérisé par une
matrice de transition creuse (dont la dimension dépend de N).

Finalement, la log-vraisemblance de ce modele s’écrit
N n
Ub;y) = log > maf(wilzt:0) [ [ Pu, s f Wilz:0) o
i=1 zi t=2
I’argument z’ dans la somme parcourant {1, ..., K }" avec les contraintes 2| = 1.
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Ce modele apparait aussi comme un cas particulier de HMM mixte telle qu’elles sont in-
troduites dans [2]. L’exemple 1 de la page 204 de [2] (appelé single, patient-specific random
effect) s’écrit en effet de la méme facon, a 1’ajout pres d’un terme d’effet aléatoire wu; centré
(les uy, ..., u, étant i.i.d et a densité) a la définition de s,. A ce titre, les HMM mixtes sont
une extension des HMM standard dans I’esprit des modeles linéaires a effets mixtes. Nous avons
renoncé pour I’instant a adopter ce modele a cause de son colit computationnel trop €levé pour
notre jeu de données. A titre de comparaison, bien que les valeurs de N soient comparables
dans [2] et ici, notre valeur de n est plus de dix fois supérieure a celles de [2].

Concernant le partage par toutes les chaines de Markov cachées d’une méme distribution
(caractérisée par { Py} et {m}), il releve d’une tentative de structurer de facon assez rigide le
modele que nous ajusterons. Nous pourrions invoquer aussi le rasoir d’Ockam, d’autant plus
que la structure cachée du modele (qui est une vue de I’esprit) n’est pas observée et qu’on
ne peut donc pas en tester 1’adéquation a une distribution (les conséquences de ce choix se
lisent dans les lois marginales). A ce titre, nous pouvons argumenter sans risque que le choix
d’une distribution paramétrique économe est de bonne pratique. Il faut bien voir que le choix
du nombre de régimes K offre une grande latitude a la famille de modeles. Exemple parmi
tant d’autres, le parametre § € O3 peut €tre choisi de telle sorte que les marginales d’émission
pour les patients sains n’aient qu’une moyenne commune, que celles des patients vestibulaires
en aient deux et que celles des patients hémiplégiques en aient trois. Pour conclure, le choix
d’une initiation systématique des chaines Z’ dans I’état numéroté 1 fait sens. Heuristiquement,
ce choix implique I’existence d’un régime (au moins) de référence correspondant a un maintien
postural sans stimulation, hypothese raisonnable du point de vue de la biomécanique.

3.2 Estimation du nombre de régimes

Le choix du nombre de régimes K est un probleme crucial. La littérature dédiée a 1’estima-
tion du nombre de classes dans un mélange (dont notre probleme releve) est tres vaste et nous
nous référons a [5, 7] pour une bibliographie. Nous proposons ici une procédure de sélection
inspirée du célebre Bayesian Information Criterion (abrégé BIC).

En nous inspirant des travaux pionniers de [11, 22] et en droite ligne du développement
présenté dans [7] pour I’estimation du nombre de régimes d’un HMM a émissions gaussiennes,
nous obtenons en effet un résultat de consistance que nous exposons ci-apres.

Notons (t) la partie positive du réel ¢. Soit

- N(K/2) KXK—-1) K
CrnN. = <_K1°g T(1/2) 4N +12nN>

] _BK, (51
KnN - = S\ TN

et les sommes cumulées Cx,ny = Zszl(can)+, Dy = Zszl(dan)Jr. Pour tout v > 2 fixé
arbitrairement, introduisons enfin le terme de pénalité

K )

dim(©;) + o

pelg,y = Z (% lognN + klog nN) + Crnn + Drnn,
k=1
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Notons P la distribution de Y et [Py la distribution associée au parametre . Admettons que
Py € Ug>1{Py : 0 € Ok} et soit K, I'unique entier tel que

Py € {Pg 10 € @Ko} \ {]P)g 10 ¢ @Kofl}
(avec la convention Oy = ()). On appelle K, I’ordre de PP.

Proposition 1. Sous les hypotheses énoncées dans les Sections 3.1 et 3.2, si les espaces de
paramétres O i sont compacts, alors Py-presque siirement,

K = min arg max{ sup £(0;y) — penKnN} = Ko
K>1 00K

pour n assez grand.

Cette proposition a ceci de remarquable qu’aucune borne a priori sur I"ordre de Pp n’est
requise pour garantir ce résultat de consistance forte de K, estimateur du maximum de vrai-
semblance pénalisée. Comme annoncé, notre pénalisation peny,,  s’inspire du critére BIC,
qui s’écrirait dans notre cadre sous la simple forme %dim(@ k) lognN. Sous cet angle, notre
pénalisation s’exprime pour partie, et principalement, comme une somme cumulée des criteres
BIC, et la contribution de cette somme a la pénalisation complete est un O(K?>lognN). La se-
conde contribution a la définition de notre pénalisation (par ordre de grandeur relativement a /X
et nN) est la somme cumulée des k logn/N, dont la contribution a la pénalisation complete est
un O(K?lognN). Il apparaitra dans la démonstration de la Proposition 1 (reportée en Annexe)
que cette seconde somme cumulée permet a la pénalisation de contrdler le maximum des carrés
des observations max;<y <, [Y;/]%. Il est intéressant de souligner que la nécessité de controler
ce terme ne trouve pas a proprement parler son origine dans la technique de preuve, mais plutot
dans la nature continue des observations (exploitée dans un cadre a observations discretes, elle
ne produit pas ce terme caractéristique).

Pour conclure, notre expérience de I'utilisation du critere de type “BIC cumulé” suggere
que les ordres estimés selon lui coincident avec les ordres estimés selon le critere BIC lorsque
n prend des valeurs de I’ordre de plusieurs milliers. Il a été prouvé par ailleurs dans un cadre
tres général de HMM [16] que le critere BIC pour I’estimation de 1’ordre est consistant des lors
qu’une borne a priori sur celui-ci est connue.

4 Contribution a I’élaboration d’une notion de style postural,
premiere partie

Préliminaire.

Pour commencer, nous estimons le parametre o supposé connu sur un jeu de données
indépendant de celui décrit en Section 2.4. Ce jeu correspond au maintien en position debout
sur une plateforme de force, les yeux fermés et en 1’absence de stimulations. Nous obtenons
ainsi la valeur o = 1.65 (avec un écart-type de 0.1).
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Le jeu de données décrit en Section 2.4 est découpé aléatoirement en trois parties indépen-
dantes de tailles comparables, constituées respectivement des nombres de patients sains, vesti-
bulaires et hémiplégiques suivant : (10,7,6), (10,8,6) et (12,8, 4). Le premier sous-échantillon
est dédi€ a I’estimation de 1’ordre, le second a 1’ajustement du modele correspondant a 1’ordre
€lu et le troisieme étant réservé a des fins de validation.

Certes ce découpage initial rend aisé I’exposition des résultats, mais il faut tenir compte
de I’aléa introduit par la répartition aléatoire en ces trois sous-échantillons. Pour ce faire nous
avons ultérieurement appliqué une procédure de type bootstrap, répétant 100 fois le découpage
aléatoire et les procédures intitulées ci-apres ajustement et validation. Nous n’en reportons pas
les résultats numériques, qui témoignent d’une bonne robustesse en termes d’ordre sélectionné
(nous allons argumenter en faveur de I’estimateur K') et d’estimateurs des parametres d’intérét
(matrices de transition, moyennes d’émission, et probabilités de répartition telles que nous les
introduirons en Section 5), les écarts-types obtenus par bootstrap étant cependant systématique-
ment un peu plus grands (typiquement d’une ordre de magnitude de 25%) que ceux produits
par inversion de la matrice d’information.

Ajustement.

Nous reportons dans le Tableau 1 les valeurs des log-vraisemblances maximisées l (k) dans
le cadre du premier modele pour k£ = 1,..., 10, ainsi que leurs versions pénalisées aux sens
des criteres BIC et “BIC cumulé”. L’ordre sélectionné par le critere BIC est K*'¢ = 6 tandis que
I’ordre sélectionné par le critere “BIC cumulé” est K = 5.

Lequel des deux choisir ? Nous ajustons les modeles d’ordre 5 et 6 au second sous-échantillon.
L’inspection des résultats apporte une réponse catégorique a la question du choix. L’estimateur
du maximum de vraisemblance dans O ;.. présente deux valeurs aberrantes (correspondant a
{Bk}) et la matrice d’information observée n’est pas inversible. En revanche, 1’ajustement dans
O fait sens, et la matrice d’information observée est inversible. Nous adoptons donc K=5
et exposons ses résultats dans le Tableau 3. La Figure 1 présente visuellement les différentes
moyennes d’émission.

On notera que le premier régime des patients sains differe significativement des premiers
régimes des autres patients, par ailleurs non significativement différents. Dans ce régime, le
comportement des patients sains apparait beaucoup plus concentré (au sens de la concentra-
tion d’une variable aléatoire autour de sa moyenne) que ceux des autres patients. En d’autres
termes, les comportements des patients vestibulaires et hémiplégiques apparaissent beaucoup
plus dispersés que celui des patients sains.

On notera aussi que les comportements des patients sains et des patients hémiplégiques
dans le régime 3 different significativement, et que les comportements des patients sains et
vestibulaires diffeérent significativement dans le régime 4.

Curiosité enfin, les moyennes d’émission des trois types de patients ne sont pas significa-
tivement différentes dans les régimes 2 et 5, et ces moyennes ne varient pas significativement
d’un régime a I’autre. On lit dans la matrice de transition estimée que le régime 2 est de nature
transitoire vers le régime 5 (probabilité ~ 90%) et le régime 3 (probabilité ~ 10%).
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FIGURE 1 — Les différentes moyennes d’émission du premier modele d’ordre K =5 ajusté.
Les segments verticaux représentent les intervalles de confiance de niveau 95% des moyennes
d’émission pour chaque régime et chaque type de patient. Les segments correspondant aux pa-
tients sains, vestibulaires et hémiplégiques sont respectivement surmontés d’un S, d’un'V et d’un
H. L’estimée ponctuelle des moyennes est indiquée par un cercle. Les barres verticales situées
a gauche de la figure permettent d’évaluer I’échelle numérique. Les barres correspondent, de
gauche a droite, aux estimées ponctuelles des patients sains, vestibulaires et hémiplégiques
respectivement.
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Validation.

Pour juger de la qualité de 1’ajustement, nous proposons d’essayer de classer chaque membre
du sous-échantillon de validation dans 1’un des trois groupes de patients a partir des seules
trajectoires observées.

Sur les 12 patients sains, 8 sont identifiés comme tels, 2 comme vestibulaires et 2 comme
hémiplégiques (66% d’identification correcte). Sur les 8 patients vestibulaires, 6 sont identifiés
comme tels, 1 comme sain et 1 comme hémiplégique (75% d’identification correcte). Sur les 4
patients hémiplégiques, deux sont identifiés comme tels, 1 comme sain et 1 comme vestibulaire
(50% d’identification correcte). Dans I’ensemble, 66% des patients sont correctement identifiés.

Nous jugeons décevant ce résultat. Peut-Etre cette performance en demi-teinte est-elle un
indice de ce que les types de patients ne caractérisent pas la nature des trajectoires observées.
Nous proposons dans la prochaine section un second modele ayant vocation a explorer la voie
que cette remarque ouvre.

5 Un second modele de Markov caché pour processus mul-
tiples

Nous avons argumenté dans la Section 4 que le premier modele de Markov caché pour
processus multiples construit en Section 3 laisse a penser que les trois groupes de patients
(sains, codé par xI = (0,0); vestibulaires, codés par xI = (1,0); hémiplégiques, codé par
xT = (0,1)) ne sont pas associés chacun & un comportement caractéristique (en termes de
réponse au protocole médical décrit dans la Section 2.3). Nous proposons dans cette section une
extension du premier modele fondée sur I'idée qu’il existe bien des comportements différents
mais que ceux-ci ne sont pas rigoureusement caractéristiques des groupes de patients.

Plus formellement, nous supposons que chaque patient 7, = = 1,..., /N, a associée une
variable aléatoire cachée W* a valeurs dans {1, 2, 3}. Selon ce nouveau modele, il existe jusqu’a
trois types de comportements et V' = w si le patient ¢ est un représentant du groupe w.

Le nouveau modele est présenté en détails dans la prochaine section. La question de 1’esti-
mation de I’ordre est I’objet de la section suivante. Nous notons dans la suite de cet article W
le vecteur N-dimensionnel des variables cachées W' et w, w'® des réalisations respectives.

5.1 Développement

Soit 1) = (1 : v € {(0,0)7, (1,0)7,(0,1)7},w = 1,2,3) € ¥ un parametre additionnel
a coordonnées positives satisfaisant 1’égalité Zi}:l 1y = 1 pour tout v. Le parametre v ca-
ractérise la distribution de W selon les groupes auxquels les patients appartiennent (c’est-a-dire
selon les x;). Nous supposons que les W sont mutuellement indépendantes et, sous ¢ € ¥ un
parametre générique, que la probabilité pour que le patient ¢ appartienne au groupe w vaut ¢y, .
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Formellement,
N
Py (W =w) =[] s
=1

Désormais, sous (0,1) € ©x x U un parametre générique d’un modele d’ordre au plus
K, conditionnellement a W = w et a Z, les Y, sont indépendantes, de distribution f(y;|Z; =
k,w?; 0) gaussienne de variance o2 et de moyenne

. my siw' =1
i =< my + (1, )ﬂk51w—2
mk+(0,1) By siw' =3

La log-vraisemblance de ce second modele a donc la forme

Zlog Z¢xzwl ZW yl’ZDw 0) H Zi 2 yt\zt,w 0) )

les arguments w’ et z* dans les sommes parcourant respectivement {1, 2,3} et {1,..., K}" avec
les contraintes 2! = 1.

Le modele apparait comme un mélange de modeles similaires a celui introduit en Sec-
tion 3. Bien évidemment 00,9%y) = £(6; ) pour tout § € O si ¥ satisfait %, = 1
pour v = (0,0)7, ¥%, = 1 pour v = (1,0)7, ¢%; = 1 pour v = (0,1)" — c’est-a-dire si les
comportements sont rigoureusement caractérisés par les groupes d’appartenance. On peut noter
que le modele ainsi construit s’écrit encore comme un cas particulier de I’exemple 1 de la page
204 de [2].

5.2 Estimation du nombre de régimes

On note toujours PPy la distribution de Y et Py ,, la distribution associée au parametre (6, 1)).
Admettons que Py € Ug>1{Ppy : 6 € O, 1p € U} et soit K 1'unique entier tel que

IP)() € {Pgw 10 € ®K07¢ € ‘1/} \ {Pgﬂ, 10 € @Ko_l,l/) € \If}
(avec la convention Oy = ().

Il apparait qu’une modification mineure de la pénalité introduite en Section 7.3 permet d’ob-
tenir un résultat similaire a la Proposition 1. Sa démonstration est reportée en Annexe.

Soit donc le terme de pénalité complémentaire
dim (W
compy,y = K (%()logN + 310g2> .

Proposition 2. Sous les hypotheses énoncées dans les Sections 5.1 et 5.2, si les espaces de
paramétres O i sont compacts, alors Py-presque siirement,

K := min arg max{ sup sup £(0,1;y) — peng, v — compKnN} = Ky
K>1 0€O Yew

pour n assez grand.
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Les commentaires qui étaient pertinents pour le terme de pénalité pen., ; dans le cadre du
premier modele le sont encore pour le terme de pénalité complété (c’est-a-dire ajusté au cadre
du second modele) peny.,, 5 + compy,, - Il est bon de noter que le critere BIC s’écrirait ici sous
la simple forme 1 dim(©x)lognN + 5 dim(¥)log N et qu’a ce titre, la pénalité complétée
apparaissant dans la Proposition 2 s’exprime elle aussi pour partie, et principalement, comme
une somme cumulée des criteres BIC.

6 Contribution a I’élaboration d’une notion de style postural,
seconde partie

Ajustement.

Nous reportons dans le Tableau 2 les valeurs des log-vraisemblances maximisées @Z(k) dans
le cadre du second modele pour k = 1, ..., 10, ainsi que leurs versions pénalisées aux sens des
criteres BIC et “BIC cumulé”. L’ordre sélectionné par le critere BIC est K*'© = 6 tandis que
I’ordre sélectionné par le critere “BIC cumulé” est K = 3.

La question du choix se pose de nouveau. Nous y répondons dans les mémes termes. Nous
ajustons les modeles d’ordre 3 et 6 au second sous-échantillon. L’inspection des résultats ap-
porte une réponse catégorique a la question du choix. L’estimateur du maximum de vraisem-
blance dans O, présente plusieurs valeurs aberrantes et la matrice d’information observée
n’est pas inversible. En revanche, I’ajustement dans © ; fait sens, et la matrice d’information

observée est inversible. Nous adoptons donc cette fois encore K = 3 et exposons ses résultats
dans le Tableau 4. La Figure 2 présente visuellement les différentes moyennes d’émission.

On notera que pour chaque régime, les moyennes d’émissions sont classées dans le méme
ordre : pour tous les régimes, le premier comportement est celui de la moindre dispersion, le
second comportement est intermédiaire et le troisieme comportement est caractérisé par la plus
grande dispersion des émissions. Dans le premier régime, la moyenne du premier comportement
est significativement différente des deux autres moyennes. Dans le second régime, les trois
moyennes sont significativement différentes. Dans le troisieme régime, la moyenne du premier
comportement est significativement différente de celle du troisieme.

Enfin, la lecture de I’estimée des probabilités {zsz} de répartition dans chaque groupe
de comportement selon la nature du patient permet d’identifier le premier des comportements
comme celui des patients sains, le second comme celui des patients vestibulaires plutot que
hémiplégiques (75% contre 25%) et le troisieme comme celui des patients hémiplégiques plutot
que vestibulaires (66% contre 33%).

Prolongements.

Ce travail nous ouvre de nombreuses perspectives. Nous souhaitons bien slir mettre au point
la procédure qui permettra d’attribuer un comportement parmi les trois a un individu sur la base
de la trajectoire observée seule. L’objectif a un peu plus long terme est de pouvoir procéder
a un regroupement selon les trois comportements d’un ensemble de patients. Par ailleurs, on
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FIGURE 2 — Les différentes moyennes d’émission du second modele d’ordre K =3 ajusté.
Les segments verticaux représentent les intervalles de confiance de niveau 95% des moyennes
d’émission pour chaque régime et chaque type de comportement. Les segments correspondant
aux premier, second et troisieme comportements sont respectivement surmontés d’un a, d’un
b et d’'un c. L’estimée ponctuelle des moyennes est indiquée par un cercle. Les barres verti-
cales situées a gauche de la figure permettent d’évaluer I’échelle numérique. Les barres corres-
pondent, de gauche a droite, aux estimées ponctuelles des comportements a, b, c respectivement.
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serait en droit de nous reprocher de ne pas utiliser les autres covariables dont nous disposons :
age, sexe, taille, poids, profession. Ce sera aussi I’une de nos priorités dans un futur proche.
Nous souhaitons enfin bien siir appliquer cette approche a I’ensemble des trajectoires dont nous
disposons et telles que nous les observons (c’est-a-dire sans la substitution de A a 9).

7 Annexe

L’ Annexe est décomposée en trois sections : dans la premiere, nous exposons un argument
qui justifie I'intérét que nous portons a Y; = log{ (X1 — X;)?}; la seconde est consacrée a la
démonstration de la Proposition 1 et la troisieme a celle de la Proposition 2.

7.1 Commentaire de la définition des Y’

Dans cet article, nous accordons notre attention a {Y;} = {log[(X,s1 — X;)?]}, que nous
considérons comme un représentant de la volatilité du processus {X;}. Nous développons
ci-dessous, dans un modele non paramétrique de diffusion, un argument justifiant cette in-
terprétation. Bien que tres général, ce cadre n’est pas compatible avec les modélisations que
nous avons construites dans 1’article. Nous pensons néanmoins que I’argument éclaire notre
démarche.

Un argument éclairant.

Supposons donc (exclusivement dans cette section) que le processus { X } satisfait I’équation
différentielle stochastique

dXt = X(] + b(Xt>dt + O'(Xt)dBt,

ou {B;} est un mouvement brownien, X est une variable aléatoire indépendante de { B, }, les
fonctions de drift b et de volatilité o étant de classe C? et lipschitziennes sur R, . En particu-
lier, il existe une constante X > 0 telle que, pour tout x,y, |o(z) — o(y)| < Klz — y| et
b*(x)+o*(z) < K(1+2?). La théorie des diffusions garantit I’existence d’une unique solution
adaptée a {o(Xy, Bs : s < t)}. Pour simplifier, nous supposons enfin que le processus { X, } est
stationnaire et qu’il existe oy > 0 telle que o(x) > o pour tout x.
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Soit A un pas d’échantillonnage (petit). Alors

2
X - X, 2 (i+1)A (i+1)A
( (i+1)A > N / b(Xs)ds—l-/ o(Xs)dBs
VA iA iA
(+1)A 2 (+DA 2
= A7! / b(Xs)ds | + / o(Xs)dBs
iA iA
(i+1)A (i+1)A
+ 2 / b(Xs)ds / o(X;)dBs
iA iA

Bviya — Bia\
= O‘Q(XZ'A) <%) + R;, (1)

pour un certain R; qui satisfait, nous le montrons ci-dessous, E(|R;|) = O(vA). Posons ¢; =
A~Y Q(B(Hl) A — Bia), variable aléatoire de loi normale centrée réduite. Alors

log { (X““’jz‘ Al )} — log{0*(Xia)} + log { o >},

le second terme convergeant en probabilité vers log{c?} quand A tend vers 0. Ainsi, la formule
précédente met en évidence la relation entre le processus {Y; } et la volatilité de { X; } dans notre
étude.

Démonstration de I’égalité (1).

Pour commencer, le terme dominant provient de la décomposition suivante :

AL (/(H—l)A g(Xs)st) _ 02<Xm)5z2 LA (/(i+1)A[g(XS) B U(Xm)]st>

i A i A

(i+1)A
+ 207V %, ( / [o0(X,) — a(XiA)]dBS> = 0?(X;a)e? + Riq + Riz
A
avec R;; > 0. En effet
(i+1)A
E(|Ri)) = A /A E ([0(X,) — o(X;a)]?) ds

(+1)A
< KQA‘l/ E ([Xs — Xia]?) ds. (2)
A

Or pour tout s € [iA, (i + 1)A], grdce a I'inégalité £ (a + b)* < (a® + b?),

( /A b(Xu)du)2 ( /A a(Xu)dBu>2
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ol, en vertu de I’inégalité de Cauchy-Schwarz et de b*(x) < K (1 + 2?),

E (/A b(Xu)du) 2] < (s —iA)E ( ) (14 B(Xg)), 4)
tandis que
E (/A J(Xu)dBu)Q =F (/A 02(Xu)du> < KA(1+ B(X}))). (5)

En injectant (4) et (5) dans (3) puis I’inégalité obtenue dans (2), on obtient que E(|R;1]) =
O(A). Par ailleurs, I’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

[E(|Ri2])]* < 4E(e7) E(|Rial),
dont on déduit évidemment que E(|R;2|) = O(VA).

. 2
Le terme résiduel positif R; 3 = A™! < fz.(:rlm v (X S)ds) est a son tour control€ en espérance

grice a (4), avec E(|R; 3|) = O(A). Quant au dernier terme résiduel

(i+1)A (i+1)A
R4 =2A"" / b(X,)ds / o(X,)dB, |,
1A 1A

nous invoquons une encore 1’inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir

( /A b(Xu)du>2 ( /A o(Xu)dBu)Q

les inégalités (4) et (5) garantissant alors que E(|R;4]) = O(VA).

En résumé, le terme résiduel R; = R;; + R;»+ R 3+ R; 4 satisfait bien E(|R;|) = O(VA),
comme annoncé.

[E(R)P <4A7E E

Y

7.2 Aspects numériques

Le plus souvent, les parametres d’'un HMM sont estimés en utilisant 1’algorithme Expecta-
tion-Maximization (EM). Nous lui préférons ici un algorithme de maximisation de la vraisem-
blance exacte, calculée a partir de son expression faisant intervenir des produits de matrices.

Soit A% le vecteur de coordonnées 7 f(yi|k;0) et A" la matrice d’entrées Py f(yi|k; 6)
pour t = 2,...,n. On note 1 le vecteur /-dimensionnel a coordonnées toutes égales a 1. La
log-vraisemblance du premier modele s’écrit de facon équivalente sous la forme

Les matrices ne commutant pas, il faut bien sir lire le produit comme A x ... x A™,
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On peut aussi calculer de fagon exacte le score.

Soit en effet B" = 1, la matrice identité K x K, et B* le produit de matrices [[;_, A" pour
s = 2,...,n. Soit ¥ I'une quelconque des coordonnées de 6 et Jy I’opérateur de dérivation par
rapport a ). La relation de récurrence suivante, valable pour tout s > 2,

aﬁ{Bis} _ aﬁ{Bi(s—l)Ais} _ aﬁ{Bi(s—l)}Ais + Bi(s—l)aﬂ{Ais}

permet d’obtenir la dérivée dy{B™} a partir des expressions, simples, des dy{A"}. 1l vient
alors immédiatement que

=1

Cette approche numérique s’adapte sans aucune difficulté a la forme de la log-vraisemblance
du second modele.

La maximisation des vraisemblances est donc menée, a partir de plusieurs valeurs initiales,
en appliquant la méthode quasi-Newtonienne BFGS [24] telle qu’elle est implémentée dans
R [27].

7.3 Preuve de la Proposition 1

La Proposition 1 est un corollaire de I'inégalité dite “de mélange” exposée dans la Proposi-
tion 3, qui consiste en une comparaison entre la log-vraisemblance maximisée et la statistique
de mélange définie ci-apres.

Par souci de simplicité, nous utiliserons par la suite la notation générique f(u) pour la
densité (ou la masse discrete) de la variable aléatoire (ou du vecteur) U, et f(u|v) pour la
version conditionnelle a V' = v. A titre d’exemple, on a ainsi f(2;,,|%;0) = P

Soit 7 > 0 une constante a choisir ultérieurement et /' un nombre de régimes fixé. Quitte a
procéder a un changement de paramétrisation, on peut supposer ici que le parametre ¢ consiste
enles { P}, {7}, {m.} (les K moyennes d’émission pour les patients sains, associés & w =
1), {m3} (celles pour les patients vestibulaires, associés a w = 2) et {m}} (celles pour les
patients hémiplégiques, associés a w = 3). Soit vk la loi a priori sur O caractérisée par les
propriétés suivantes :

— sous v, { Py}, {mi}, {m2} et {m}} sont indépendantes ;

— sous vk, m = 1 (les chaines de Markov Z’ sont toutes initiées en 1) ;

— sous vk, les vecteurs { Py}, ..., { Pk¢} sonti.i.d de loi Dirichlet(1/2,...,1/2);

— sous vg, m¥, ..., m% sonti.i.d de loi normale centrée de variance 72 pour w = 1,2, 3.
La statistique de mélange d’ordre K est enfin définie par

qx(Y) = ; J(Y;0)vic(dO). (6)
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Proposition 3. Pour tout nombre de régimes K > 1,

F(Y;0) _ dim(©g) 3K .
< < - '
0 suplog’, Ty ST ownN o+ o Y]
3K 72 1
. | —+—]. (7
T Crnn 2 Og(3K02+nN> @

Introduisons quelques notations pour I’exposition de la démonstration de la Proposition 3.
Les statistiques qx(y|z) et gx(z) sont définies a partir de (6) en substituant a f(Y;0) soit
f(y|z; 0), soit f(z; ), respectivement. On note /™ ’ensemble des indices i tels que le patient i
soitde type w, Ty = {t < n:z =k}, NJ* =>._,., card(T}) et 7} la moyenne empirique des
yipouri € [V ett € T}.

ielw

Démonstration de la Proposition 3. Grace al’inégalité > , .- o/ >, <k Br < maxp< / B
(valide pour tout {4 } positifs et tout {5} strictement positifs), et puisque

F:0) = f(y]z0)f(2:0) et ax(y) =) ax(ylz)ax(z)

(I’argument z dans les deux sommes précédentes et dans la suite de la démonstration parcourt

({1,..., K}™)" avec les conditions initiales zi = 1), il apparait que
;0 ;0 ;0
sup log f(;9) < sup max{log f(z:9) - logM}. (8)
9Ok qx(y) ~ ecor = qr (2) qx (y|z)
Chacun des deux termes requiert un traitement spécifique. On obtient d’une part que
;0 KK -1 I'(K/2 KK —1 K
sup max log f(z:9) < ( )lognN — Klog (K/2) ( ) 9)

D MAXE ) S 2 T(1/2) ~ 4nN | 12aN’

grice au choix de I’a priori sur { Py} (voir [10]) et & une approximation de Robbins-Stirling.
D’autre part, a z fixé,

3 K
) 1 1 .
fylz:0) < f(ylz:0) = ——x [[ [[exp{ —s5 | Y. Wil>— Ne@e? | ¢ (10)
V2ra? ik 20 iclv teT}

uniformément en 6 € O (é est I’estimateur du maximum de vraisemblance), tandis qu’un
calcul sans difficulté particuliere conduit a I’ égalité

1 L 1
Ik (y|z) = ——y ——
\/27r02Nq£[1kHl 14 Zh

w(Hw]2
X exp{ ——— > i - Ly

2
o
1+ T2NP
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En combinant (10) et (11), il vient que

f(ylz;6) 1 NP\ 1 NP[gE)P
log == < 3TN S log (1
8 ak(ylz) — ) ) + o2 + 9 T2NP

o1+

o2

3 K
1 TENY 3K 9
< — -
< 23 gtex (1475 ) 55 e
3K 2 nN 3K ’
< _ o _ 12
s gl (1 s 3K> 27 N Ll (12)
la derniere inégalité découlant d’un argument de convexité.

Le résultat final est le fruit de (9) et (12). ]

Il est important de noter que ce sont les deux premiers termes du membre de droite de
I’inégalité (7) qui dominent le majorant. Ils le dominent d’ailleurs avec le méme rythme par
rapport a n/V, puisque (voir le Lemme 3 de [7]), dans notre cadre de travail :

IP’O{ max [Y}]? > 502 log nN} < (nN)32. (13)

i<N,t<n

Ainsi, le membre de droite de (13) étant le terme général d’une série en n convergente, le
lemme de Borel-Cantelli garantit que Py-presque sirement, max;< N7t§n[}/ti]2 < 50?lognN
pour n assez grand.

Nous sommes désormais en mesure de démontrer que

Proposition 4. Py-presque stirement, K < K, pour n assez grand.

Démonstration. Soit ),y 1’événement dont la probabilité est majorée en (13). Nous avons
déja argumenté que Po{limsup,, Q2¢,} = 0, donc il nous suffit de considérer la probabilité
de I’événement [K > K| N QS .

Soit K > Ky et Py = Py, pour 0y € Ok, . Si K= K, alors

€(00;Y) < sup £(0;Y) < sup £(0;Y) + peny,,y — Pely,y
96@}(0 0Ok

< loggr(Y) + Akun

en vertu de la Proposition 3 (avec 72 = % — notez que cette valeur n’a aucune signification
particuliere), ot
A = pen — pen ———2lognN + — max [Y)]*+c¢ d
KnN pPel N — PN,y + 5 g + 552 z‘gN,t)g(n[ ¢ 17+ ey + dienn
CY(K — K())

- 2 502 \i<N,t<n

K )
lognN + — ( max [Y/]? — 507 log nN) :
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a(

Ainsi, sur € v, Agpy < —K+K°) lognN. L’argument principal est un changement de pro-

babilité :
Pol[R = K100} = [ LEB(R = K100y
< /eXp {—M log nN} gk (y)dy = (nN)~eK-Ko)/2,

En conséquence,
Po{[K > K] N Qun} = O((nN)~*/3),

et, o étant opportunément choisi supérieur a 2, une seconde application du lemme de Borel-
Cantelli permet de conclure. [

En complément, il s’avere aussi qu’en vertu d’un résultat de type loi des grands nombres,

Proposition 5. Py-presque siirement, K > Ko pour n assez grand.

Démonstration. 1l suffit bien entendu de prouver que pour tout K < K, IPO{[? = K} = 0 pour
n assez grand. Or, si K = K < K, alors Supgpee, L(0;Y) > £(00;Y) + o(n) (avec by € Ok,
tel que Py, = Py). Par ailleurs, § — £(0;y) est uniformément continue sur O, le module de
continuité pouvant de pas dépendre de y. L’espace O étant compact, il existe pour tout € > 0
une collection finie et déterministe {0;} C O telle que supycg, £(0;Y) < max; £(6;;Y)+ne.

Maintenant, le Lemme 8 de [7] (un résultat a la Shannon-Breiman-McMillan, lui-méme
dérivé des Théoremes 2 et 3 de [20]) assure que, pour chaque 6;, n='[((0;;Y) — £(6o;Y)]
converge Py-presque slirement vers un certain €; < ¢ < 0, le majorant ¢, €tant déterministe.
Le choix de ¢ = —&(/2 permet des lors de conclure. U

La Proposition 1 est la combinaison des Propositions 4 et 5.

7.4 Preuve de la Proposition 2

La Proposition 2 est un corollaire de I’inégalité “de mélange” exposée dans la Proposition 6,
dans laquelle on reconnaitra une évolution de la Proposition 3.

Soit K un nombre de régimes fixé. Nous complétons la loi a priori vx sur O en une loi a
priori v ® v sur O x W avec la caractérisation suivante de v :

— sous v, {¥0,0)7w }> {¥1,0)Tw s {¥(0,1)7 } sontii.d de loi Dirichlet(1/2,1/2,1/2).
La nouvelle statistique de mélange d’ordre K est définie par

1 (Y) = / OOl ().

C’est a elle que I’on compare la nouvelle log-vraisemblance maximisée dans la proposition
suivante.
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Proposition 6. Pour tout nombre de régimes K > 1,

Y0 dim(© dim (W
0 < sup suplog f(7 :9,9) < m(O) lognN + im( >logN
0€O K PYET ax(Y) 2
3K 12 3K 72 1
+ 9,2 Zgﬁgn[m + CknN T+ N log (m + n_N) +3log2. (14)

Cette fois, les statistiques Gi (y|z, W), Gk (z) et Gx(w) sont définies a partir de (14) en
substituant a f(Y;6,1) soit f(y|z, w;0,1), soit f(z;0), soit f(w; 1)), respectivement. On peut
noter que g (z) = Gx ().

Démonstration. On se fonde cette fois sur les deux égalités
F:0,0) = Y f(ylz, wi0,0) f(z;0) f(w; ),
Ix(y) = Z Z x (y|z, W)@k (2)qr (W)

(ici et par la suite les arguments w et z parcourent respectivement {1,2,3}" et ({1,..., K}")¥
avec les conditions initiales 2! = 1) pour mettre en évidence que

-0
sup sup log fly:6,¢) < sup max {log

0cO K YeW C]K(Y) el W

qx (W)

f(Wsw)}

+ sup sup max max {log M + log f(ylz, w:0,v) } . (15)

0cOK Yew W Z ik (z) ik (y|z, w)

Une adaptation évidente des définitions de I*, T}:, N,y introduites en Section 7.3 permet
de transposer la démonstration de la Proposition 3 et d’obtenir le contrdle du second terme du
membre de droite de (15).

Grace au choix de I’a priori sur v/, on démontre aussi que pour tout v € U et w,

log L) (‘EV ;ﬂ) < 8(NOD +1/2) (N0 4+ 1/2)(NOD +1/2),
q(w

ou N0 NLO NO1 sont les nombres respectifs de patients sains, vestibulaires et hémiplé-

giques. Par convexité, le majorant ci-dessus est plus petit que 3log N + 3log2 + 3log(1/3 +

1/2N) < 3log N + 3log2, ce qui conclut la preuve. O

La preuve de la Proposition 2 se fait facilement dans le méme esprit que celle de la Propo-
sition 1, mais a partir de la Proposition 6 plutot que de la Proposition 3. Nous omettons ici les
détails de cette adaptation aisée.
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